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Généralisation   des  fonctions   doublement  périodiques 
de   seconde   espèce  ('); 

Pa«  m.   ai»pell. 


I.  Soit 

(i)  Y[x,y)  =  o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  d'ordre  m  et  de  genre />;  on  peut 
toujours  supposer,  comme  il  est  connu,  que  cette  équation  contient 

un  terme  en  y"\  et  que  le  rapport  —  tend  vers  m.  valeurs  distinctes 
quand  x  croît  indéfiniment. 

Les  fonctions  que  je  considère  dans  ce  Mémoire,  comme  analogues 
des  fonctions   doublement  périodiques  de  seconde  espèce,   sont  des 


(')  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  séance's 
du  i8  avril  1881  et  du  28  octobre  1882. 


fonctions  du  point  analytique  {a-,  y)  qui  n'ont  sur  toute  la  sphère  que 
des  pôles  et  des  points  critiques  algébriques,  à  savoir  les  points  cri- 
tiques de  la  fonction  j  de  ce;  de  plus,  ces  fonctions  se  reproduisent, 
multipliées  par  un  facteur  constant,  quand  le  point  (.ï,  j)  décrit  un 
cycle  quelconque.  Je  me  propose  de  démontrer  ici  quelques-unes  des 
propriétés  fondamentales  de  ces  fonctions  et,  en  particulier,  d'indi- 
quer un  mode  île  déconijiosition  en  éléments  simples  analogue  à  celiu 
que  M.  Hermile  a  donné  poiu'  les  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce. 

2.  Nous  dirons  avec  Riemann  [IVerkej  Théorie  cler  Abelschen  Fiinc- 
tionen,  p.  96,  §  2)  qu'une  fonction  du  point  analytique  {x^y)  qui 
s'annule  en  un  point  (^.vj)  est,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  : 

I"  Si  le  point  (S,  v;)  est  un  point  ordinaire  de  F  =  o,  lorsque  cette 
fonction  devient  infiniment  petite,  comme  [x  —  ^); 

2°  Si  le  point  (2,  yj)  est  un  point  critique  dans  le  voisinage  duquel  v 
appartient  à  un  système  circulaire  de  r  racines,  lorsque  cette  fonction 

devient  infiniment  petite,  comme  {x  —  H)~. 

Une  fonction  est  dite  infiniment  petite  d'ordre  n  en  un  point,  lors- 
(juelle  devient  en  ce  point  infiniment  petite,  comme  la  puissance  /i''""'' 
d'une  fonction  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

Enfin  une  fonction  est  dite  infinie  d'ordre  n  en  un  point  lorsque 
son  inverse  est  infiniment  petite  d'ordre  n. 

Dans  ces  définitions  x  —  ^  doit  être  remplacé  par  -  quand  S  =  ^  . 

5.  Désignons  par 

u^''i[x,y),  u^^^{x,y),   ...,  u^'"{x,y) 

les  intégrales  abéliennes  normales  de  première  espèce  relatives  à  la 
courbe  F  :=  o,  et  jiar 

ù\"  =  o,  ii;"  =  o,  ...,     i2':;,^,--=2;rv/^^,     ....     û^],,  --o. 
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les  2/?  périodes  normales  de  l'intégrale  u''-[x,y).  Lorsque  lepoint  (^,  j) 
décrit  le  cycle  correspondant  à  la  période  Ù'I.' ,  l'une  des  fonctions 
'^[x,y)  que  nous  considérons  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur 
ou  multiplicateur  iJ.f,[k  =  1,2,...,  ip].  Il  y  a  donc  2/j  multiplicateurs 
o./,  correspondant  respectivement  aux  ip  cvcles  qui  donnent  les  pé- 
riodes normales. 

Soit  ©(«,)  la  fonction  0  de  p  variables  formée  avec  les  périodes 
normales  (Briot,  Théorie  des  fonctions  abèliennes,  p.  ii4)-  On  a  déjà 
une  première  expression  de  la  fonction  ^[x,y)  en  prenant 

(2)  <^[x.y)  =  e'='  '"'"""  ^^'f  ;,^;->"^  -  ^'7f  ^  R(^,  j). 

R(x,  j)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  j,  X,,  ^,  et  ^v  des 
constantes.  Les/)  constantes  ^-,  sont  arbitraires;  les  2/?  constantes  )., 
et  gi  sont  déterminées  par  les  équations  suivantes,  qui  expriment  que 
la  fonction  $  possède  np  multiplicateurs  donnés  p.;;  : 


(3)  )  F-2,-.  =  e-^'  "■ 

1  a,/     =  e-'-''°"-*-''''"-^--+'vv)+s. 


1,2, 


Ces  équations  donnent  toujours  un  système  de  valeurs  pour  ces  con- 
stantes; les  ).,  sont  déterminés  à  des  entiers  près  et  les  gi  à  des  mul- 
tiples prés  de  périodes  conjuguées. 

Cette  forme  (2)  est  analogue  à  la  forme 

,„H(«-A--^)    , 
Yi{u-k-)      f^"J' 

sous  laquelle  peut  se  mettre  une  fonction  doublement  périodique  de 
seconde  espèce,  (f{u'j  désignant  une  fonction  doublement  périodique 
et  X,  i-,  g  des  constantes. 

4.  Soient  maintenant 

(£,•/;),  {x,,y,),  {x^,y,),   ...,  {Xp_„y^,) 


APPELL. 


p  points  (le  la  courbe  F  =  o.  On  sait  que  la  fonction 

devient  en  chacun  de  ces/>  points  infiniment  petite  du  premier  ordre 
(Briot,  Théorie  des  fonctions  ahéliennes,^.  iZjj)-  Si  l'on  fait,  pour  sim- 
plifier, 

(4)  ^'=^'-51  "''^'^'"^*)' 

la  fonction 

,..  r?',-'.n  _  e[«(0(x,r)-^.")(r,r,')-^A,] 

^    '  [ç,  T,  J  ~   e[«")(a;,  y)  — «("(tT,)+/<,] 

de\nent  infiniment  petite  du  premier  ordre  au  seul  point  (Ç',  vj')  et 
infinie  du  premier  ordre  au  seul  point  (|,  »;). 

On  voit  facilement  que  toute  fonction  '^{x,  y)  de  l'espèce  de  celles 
que  nous  considérons  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(6)  ■       $(a;,j)=An[5i:;:]^"'""'"'' 

* = 1 

où  les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonction  sont  en  évidence.  Cette 
forme  (6)  est  analogue  à  la  forme 

A  =  l 

des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

o.  Occupons-nous  maintenant  de  la  décomposition  de  la  fonction 
<^[x,y)  en  éléments  simples,  e\.écarlons  d'abord  le  cas  exceptionnetou, 
dans  la  forme  (2),  les  constantes  gi  seraient  nulles  à  des  multiples 
près  de  périodes  conjuguées,  c'est-à-dire  où  les  a/>  multiplicateurs  /x* 


GÉNÉRALISATION     DES    FONCTIONS,     ETC. 

sont  de  la  forme 


/^2, 


--  ga(>,,a, +).jOj+...+),,,ar,) 


1,2,...,/)) 


Ce  cas  exceptionnel  est  analogue  à  celui  qui  se  présente  déjà  pour 
les  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  qui  a 
été  signalé  d'abord  par  M.  Fuchs  [Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  3^  série,  t.  IV,  p.  iSs,  §  6)  et  étudié  d'une  façon  plus  ap- 
profondie par  M.  Mittag-Leffler  [Comptes  rendus,  t.  XC,  p.  177)- 

Ce  cas  étant  pour  le  moment  écarté,  l'élément  de  la  décomposition 
est  la  fonction 

(8)     ^(a:,j;;,-/,)  =  Ke  "  0[„(O(x,  j)  -  «>'UE,  ,,)  + /,,]      ' 

où  les  constantes  X,  et  gi  sont  déterminées  par  les  équations  (3)  et 
où  hi  désigne  la  quantité  (4)-  Cette  fonction  ^  admet  les  mêmes  mul- 
tiplicateurs que  la  fonction  0  à  décomposer;  elle  devient  infinie  du 
premier  ordre  au  plus  aux/?  points 

(?,  ^).  (-^..J.)-  (^2.72) {xp_„yp^,). 

De  ces  p  points,  je  considère  les  [p  —  1)  derniers 

[x„y,),  [x^y^].   •••,  (a7^-,,Jp-,) 

comme  entièrement  arbitraires,  le  premier  seul  (Ç,  v?)  devant  recevoir 
par  la  suite  des  valeurs  numériques  déterminées. 

Il  importe  tout  d'abord  de  montrer  que,  dans  ces  conditions,  le 
numérateur  de  3  ne  peut  pas  admettre  le  zéro  (^,  -ri)  et  que,  par  consé- 
quent, cette  fonction  devient  effectivement  infinie  au  point  (?,vî).  On 
démontre  cette  proposition  en  .remarquant  que,  si  le  numérateur 
de  ^  s'annulait  pour  [x,y)  =  (?,  r,),  on  aurait 

lc=  p—  1 

A,-  ^~  ^  u^'\oo',,y,)  -  C,     [i=  I,  ...,p), 

A  =  l 
Joiirn.  de  Math.  (3°  série),  tome  IX.  —  J.vsvicK  i883.  ^ 


lesip  —  0  points  (x',.,j;,.)  étant  convenablement  choisis.  Or,  en  rem- 
plaçant hi  par  sa  valeur  (4),  on  obtient  ainsi  les  p  équations 

,)      y  [«"■'(a7;,,y,)-f-""''(^A,jA)j=2c,-g',  {i=i,2,...p). 

A  =.  1 

[Niais,  comme  les  (/>  —  i)  points  (a^^,  Ja)  sont  arbitraires,  ces  relations  (9) 
no  peuvent  avoir  lieu  que  si  ks  g-,  sont  nulles  à  des  multiples  près 
(les  périodes:  car,  autrement,  ces  relations  détermineraient  un  des 
points  f.r;;,7/,)  en  fonction  des  (/j  —  2)  autres,  ce  qui  est  absurde. 
(  )n  aurait,  par  exemple, 

* = 1  * = 2 

équations  qui  déterminent  les/?  points 

(a;,,j,),  (^;,y,),  ••-,  (^;,-,, y,-,), 

à  moins  que  les  seconds  membres  n'aient  une  forme  particulière  pour 
laquelle  il  y  a  indétermination,  et  cette  forme  particulière  exige  préci- 
sément 

{voir  Briot,  Théorie  des  fonctions  abéliennes,  p.  gG,  §  06).  Or,  ce  cas 
de  §■,  =s  o  est  le  cas  exceptionnel  que  nous  avons  écarté. 

La  constante  R,  qui  figure  dans  l'expression  (8)  de  .T,  se  détermine 
par  les  considérations  suivantes.  Supposant  d'abord  que  le  point  1  :,?;) 
est  un  point  ordinaire  de  la  courbe  F  =  o,  on  détermine  K  de  façon 
que  l'une  des  déterminations  de  S{ir,y;  Ç,  y;  ),  obtenue  en  foisant  arriver 
le  point  (x,j)  dans  le  voisinage  de  {B,ri),  suivant  un  chemin  déter- 
miné, soit  de  la  forme 

(10)  ^^  +  ^a,(cr-?)\ 

les  a.,  étant  indépendants  de  x.  Si,  au  contraire,  le  point  (ç,  0  )  coïncide 
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avec  un  point  critique  dans  le  voisinage  duquel  y  appartient  à  un  sys- 
tème circulaire  de  r  racines,  on  détermine  K,  de  façon  que  l'une  des 
déterminations  de  i  soit,  dans  le  voisinage  du  point  (H,  •/]),  de  la 
forme 


II; 

( 


Cela  posé,  supposons  que  la  fonction  <I>(a;,j')  à  décomposer  ait  n 
infinis  simples 

et  appelons  A,  le  coefficient  de -,  ou  de ^dans  le  dévelop- 

pement  d'une  des  déterminations  de  'I>  dans  le  voisinage  du  point  (  2,,  yj,), 
cette  détermination  étant  précisément  celle  que  l'on  obtient  en  faisant 
suivre  au  point  [x,j)  le  chemin  qui  fournit  en  (2,,  rj,  )  la  détermina- 
tion (  10)  ou  (11)  de  -f  {x,y;  |,,  -/j,).  On  a  alors  la  formule  suivante  : 

(12)  <^{x,y)=y.kiff{x,y;  |,-,  yj,-). 

/  =  1  • 

Lorsque  q  des  points  (^,,  vj,)  coïncident  en  un  point  qui  devient 
un  infini  d'ordre  q,  les  q  termes  correspondants  dans,  cette  for- 
mule (12)  doivent  être  remplacés  par  l'un  d'eux  et  ses  [q  —  1  j  pre- 
mières dérivées  par  rapport  au  paramètre  (|,  vj). 

().   Pour  démontrer  la  formule  (12),  je  remarque  que  la  fonction 

W{x,y)  =  <^{x,y)-^\if*{x,y;%„-fii) 

i  -  1 

est  une  fonction  admettant  les  ip  multiplicateurs  donnés  p.^  de  <^{x,y) 
et  ne  devenant  plus  infinie  en  aucun  des  points  (S,,-/;,),  ....  (f„,'7n  ■ 
Mais  cette  fonction  devient  infinie  du  premier  ordre  au  plus  aux 
p  —  1  points  arbitraires 

(a?,,/,),   [x.,y^),   .  .  .,   (.x-/,-,,  V,,  ,1 


12  APPELL. 

qui  figurent  dans  la  fonction  S'{x,y;  S,  yî).  Je  vais  montrer  que  W{x,y) 
est  identiquement  nulle. 

Supposons,  en  effet,  que  W{x,y)  devienne  effectivement  infinie  du 
premier  ordre  en  p'  des  p  —  i  points  {oc^-,Y/t),  par  .exemple  aux  points 

(^.,7.)'  {^2,72) i^p'^Jp') 

où 

p'^p-i- 

Cette  fonction  'F  pourra,  d'après  (6),  se  mettre  sous  la  forme 

lesp'  points  {x\.,y\.)  étant  convenablement  choisis.  Cette  fonction  M  ad- 
met les  2p  multiplicateurs  donnés  jj.^,  quels  que  soient  les  p'  points 

On  a  d'abord,  en  prenant  les  cvcles  qui  donnent  des  multiplicateurs 
à  indices  impairs, 

lj.,_._,  =  e"''^~'''\     {i=i,  1 p), 

équations  qui  déterminent  lesX,;  puis,  pour  les  cycles  qui  donnent  des 
multiplicateurs  à  indices  pairs, 

k-p  k=p> 

Il     .  —  ^  A=  I  *=  1 

d"()u 

*  =  /;  *  =  /' 

Al  A = 1 

On  a  ainsi /j  équations,  telles  que  (i3j,  dans  lesquelles  les  seconds 
membres  sont  donnés  à  des  multiples  près  des  périodes,  les  premiers 
membres  contenant  p'  points  (a?,, y,),  [x^,  y^) (a;^,  y^')  entiè- 
rement arbitraires.  Je  vais  montrer  qu'il  est  impossible,  dans  ces  con- 
ditions, de  satisfaire  aux  équations  (i3)  en  déterminant  convenable- 
mciil  les  points  (a;^,  y^),  (^^1,2,  ...,/>'),  sauf  dans  le  cas  exceptionnel 
(pic  nous  avons  écarté  [5,  éq.  (7)]. 
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/0( X   y) 
p  .    '     .  djc  l'intégrale  abélienne  la  plus  générale  de 

première  espèce;  faisons  passer  la  courbe  Q{x,y)  =  o  par  les  p'  points 
(^A'  j'J et  par  [p-i- /)  points  arbitraires  {x^^^, ,  j^,^,  ),  {xp.^.„  jy^.]. 
. . .,  {Xp^f ,  jrp_,  ).  Cette  courbe  Q  =  o  coupera  F  =  o  en  (/>  —  i)  autres 
points  {x:'i_,  y).)  tels  que 

*  =  t  *  =  p+l  «■  =  1 

Tirant  de  là  y  u"^{x\,y,^)  pour  le  porter  dans  les  équations  (i3), 
ces  équations  deviennent 

A  =  p  -  1 

A-=  I 

où  \e&  ( p  —  i)  points 

sont  entièrement  arbitraires.  Or  ces  équations  (i3')  sont  justement  de 
la  forme  (g)  que  nous  avons  démontrée  être  impossible,  sauf  dans  le 
cas  exceptionnel  g",  =  o. 

Cette  fonction  W[x,y)  ne  peut  donc  être  que  zéro  identiquement, 
et  la  formule  (12)  se  trouve  démontrée.  ,Te  donne  plus  loin  (9)  une 
seconde  démonstration  de  la  formule  (12). 

7.  Je  m'occupe  maintenant  du  cas  particulier,  déjà  signalé  précé- 
demment, où  les  2p  multiplicateurs  ont  la  forme  (7).  On  pourrait  dé- 
duire ce  cas  du  précédent  comme  cas  limite,  mais  il  est  bien  plus 
simple  d'employer  la  méthode  suivante,  qui  s'applique  facilement  aux 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

Lorsque  les  multiplicateurs  de  la  fonction  $à  décomposer  ont  cette 
forme  (7),  cette  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme 

i=P , 

^''^^  <\ix,  y)  =  e'='  '■'"'  '■''■"r(x,  y), 


I^  APPELL. 

B.{x,y)  étant  une  fonction  rationnelle.  Cette  fonction  rationnelle  R 
peut  être  décomposée  en  éléments  simples  par  la  formule  suivante,  de 
Rocli,   indiquée  par  M.   I.indemann   dans   une  lettre   à   IM.   Hermite 
Journal  de  Crelle,  t.  84,  p.  29-I). 

(i.V)  E  =  Ro-+-A,Z,  +A,Z,  +  ...  +  A„Z„; 

Z,  étant  l'intégrale  abélienne  normale  de  seconde  espèce,  dont  le  pôle 
se  trouve  au  point  (£,,  vj,),  et  les  résidus  A,  de  la  fonction  rationnelle 
R(.r,  r)  satisfaisant  aux  relations 

i(j)  A,ij/,fç,,-/3,)  +  Aji|>,(^,,  ■/]-,)  +■  . .+  A„i,(ç„,  ■/)„)  =  0, 


ou 


,    ,  ,         dii^'>{.r.  y)        ,  .  ■ 

'^'i^'y)=^ — ir^'   (i  =  '.2,....p). 

Ces  p  équations  (iG)  doivent  d'ailleurs  être  modifiées  lorsque  cer- 
tains des  points  (^^,  -/j^)  sont  des  points  critiques  de  F  =  o. 
.Multipliant  alors  les  deux  membres  de  la  fornude  (1  ">  J.par 


et  faisant,  pour  simplifier. 

171  j^""'-^'z,  =  ii,. 

on  a  la  formule 

.8  <P(a-,j)==R„e'-'''""'"'V^A,H,. 

I.      :    1 

L'éiemtmt  de  décom[)osition  est  ici  la  fonction  H,^,  définie  p:ir  l'é- 
quation (17). 

Cette  formule  (18)  comprend,  connue  cas  particulier,  celle  qui  a  été 
domiée  par  jM.  Mittag-I.effler. 

S.    De  même  ([ue  M.  Hermite  a  dcdint  de  la  fornude  de  dccompo- 
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sition  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  celle 
des  fonctions  doublement  périodiques  ordinaires  [Comptes  rendus  des 
séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LXXXV,  p.  694),  on  peut  dé- 
duire de  la  formule  générale  (12)  la  formule  de  décomposition  (i5) 
relative  aux  fonctions  rationnelles.  Il  faut,  pour  cela,  supposer  que 
tous  les  multiplicateurs  deviennent  égaux  à  l'unité. 

A  cet  effet,  supposons  d'abord  que  les  multiplicateurs  à  indices  im- 
pairs ,ao,_,  deviennent  égaux  à  l'unité.  La  formule  (12)  continue  à  sub- 
sister ;  les  constantes  X,  sont  toutes  nulles.  L'élément  de  décomposition 
est  alors 

(19,)  .(.r.j;ç.v;)=R    \^„u,Cr,  y)  -  u^'^il.  r,)  +  I,.]      " 

Pour  simplifier  l'écriture,  désignons  par  Qf,{u,-)  la  dérivée  partielle 

/  =  ,, 

— ^ —,  etparS(«;;.)  la  somme   >  ii^;  puis  posons 

A^  1 

u"^{a-,y)  -  M«(^,  ■/;)  +  A,.  =  ^',. 

et  imaginons  que  le  point  (S,/))  soit  un  point  ordinaire  de  la  courbe 
F  :=  o   Alors  la  constante  K  de  la  formule  (19)  est  donnée  par 

Les  constantes  g^  devant  tendre  vers  zéro,  faisons 

les  p,  étant  des  constantes  et  t  une  variable  intiniment  petite. 
On  a,  par  la  formule  de  Taylor, 

e(.,-g,)  =  0(^/)-^s[p,0,(.,)]+«^e', 

car  &(h,)  =  o.  On  en  déduit 

i       !3[p/,ei(/(,)j 
e(''--^-/)  ^  j  _  ^S[p,e,.(.v)]       ^,    e' 


i6 

et,  par  suite, 


_.  S[l,Cç.  r,)e,{/,,)] 
t       S[p,.e,.(/i,)] 
S[4'A-(lr,)e^.(A,)]  S[p/,e^.(cv-)] 
S[pA.ex.(/(,)]  e(r,) 


R'+Q/, 


où  R'  ne  dépend  pas  de  [x,y). 

Il  faut  maintenant  transformer  encore  celte  expression  de 

ff{x,y\  l,f\). 

Employons  les  notations  suivantes  (')  : 


g(l.-';)  =  - 


On  a,  par  suite, 

S[fAea<v)] 


dxi 


e(r,) 


(22) 


e(c, 


«G(|,yî)  +  a,(j(j7,,  j.) +•  •  ■+ a/'-.(i(^/>-<-rp-,). 


les  constantes  a.,  a^^   ....  ap_,  étant  déterminées  par  les  p  équations 
du  premier  degré 

(23)  o.'\i[^,-n)  +  ^(/i,']fi{x„y,)=pi,     {i  =  i,2,  ..,p). 

A  =1 

Si  l'on  fait 

(j;,(S,ï5)     <J;,(a;,,j,)      ...      4- J-r^-,,  J/,-, 


+p(2,  •'î)    .'j'p(^..r,)      ...      %(a^p-..Jp-,) 
on  tire  des  équations  (23)  des  valeurs  de  la  forme 

où  |3  ne  dépend  pas  de  (|,  jj),  p,,  /So,  . . .,  Pp_,  étant  au  contraire  des 


(')  L'intégrale  abélienne  normale  de  seconde  espèce  Z(?,t,).  qui  a  un  pôlcau 
point  (?,  r,),  est  égale  à  g(;,T,)  —  g(,(Ç,T)),  où  go(?,T,)  désigne  ce  que  devient 
(i'($,  ->,)  quand  on  y  remplace  {x,  y)  par  (.ro.ro)- 


(;kni;ralisation   des  fonctio>s,   etc.  ry 

loiictions  liiu'aires  Iiomogènes  de  àii'^,  •/}),  t{'2(ç,  ■/î),  . .  -,  '^p(?,  '/J /, 
(21)  fi,  =  a,,  'l,{^,-o)  -+-  a,-,'h., (|,v])  +  . . .  4-fl/p'J/^(|,  •»/)     (t  =  1 ,  2, . . . ,  /;  -  I  ). 

Dans  la  formule  (21),  remplarons         '   ^  ^   '      par  l'expression  (22)  ; 


S['i/,.(l,-Oe,,(//,~)] 


S[p/,ea/'/)] 


(^onime  le  résidu  de  J,  par  rapport  à  l'infini  (|,  (5),  est  l'unité,  et  (pie 
celui  de  ç^fS,  vj  )  est  aussi  l'unité,  on  a 

(2^)  ^S[^.(U)e.(A,)]^ 

^       ^  S[p;,e,(/;,)] 

Mors,  d'après  1  2'V;,  on  peut  écrire 


«/  =  V  =  T  « 


P'„_^       s  [p,,e/,  (//,)] 


[i  S|.j-,,(^.r,)e,.(A,)J 
et  alor-s  l'expression  de  j(^,  j»-;  ^,  yj)  devient 

(■iG)  '  '-/-> 

I  +  (i( S,  -/j ,)  +  ^  V  f5 ,■(_,■(  j-,.,  y, ,  +  K'  +  g  /. 

Cela  posé,  prenons  la  formule  de  décomposition  (i2j,  et  rempla- 
çons-y les  différents  termes  ,f(a;,  j;  S^^.vj^)  par  l'expression  précé- 
dente (26);  les  résidus  A^  de  la  fonction  <P  doivent  être  considérés 
connue  fondions  de  ^, 

I.es  premiers  ternies  4,^  de  ces  développements  sont  les  résidus  de 
la  fonction  rationnelle  R(.r,r),  vers  laquelle  tend  <I>(,r,  y  cpiand  / 
tend  vers  zéro.  Ces  résidus  -X./^  satisfont  donc  aiix/j  conditions 


28 1 


2j-^-a'7''(?*''''a)=  •'-        ('='.    2 />). 


A  i  I 


Joiirn.  ih   )/<((/(.  (3'  sene),  tome  IX    —  .IanviivR  i88,)  3 


l8  APPELL. 

On  voit  alors  que,  tlans  la  nom  elle  forme  que  prend  la  formule  i  2  , 
le  coefficient  de  -  est  nul,  en  \erlu  îles  équations  28  ,  ainsi  (|ue  les 
coefficients  de  {i{a\,  )',■),  car  on  a 


y.if^' 


'i,),.a,,  =  o. 


*  =  1 


[l^jOy,.  désignant  l'expression  (24     de  ,3,,  où  Ion  a  remplace    ç,  r,     par 
!?A'  "''*)•  ^^'1  '^'  par  suite, 

$(a;,  y)  =  const.  -h  \  a/j  :^,  r^i-hBl: 


en  faisant  /  ^  o  et  se  reportant  à  la  note  de  la  page  iG,  on  trouve  Incii 
la  formule  de  Rocli. 

9.   La  formule  fondamentale  (12;  peut  encore  s'obtenir  île  la  façon 
suivante.  Soit  ^[x,  y)  la  fonction  à  décomposer,  et  faisons 

129J   i[~,/;)  —  ^.e  e[«i''(a-,j)-M("uST.)-h/(,j 

Cette  fonction  T,  considérée  comme  fonction  de   =,  r^).  a  p  inlinis 

{x,y),  {x',,y\),    ....  (a7^_,OV.) 

les  (^  —  0  points  {x\,y\)  étant  les    /;  —  i^  points  où  la  courbe 

Q(^a;,  >-y  =  o, 

<jui  passe  i)ar    les  points     .r,,  v,',  ..   ,  ( ■r|,_^,  Vp-y)   cou|)c   la   courbe 
F  ^  o.  Déterminons  C  de  façon  ([ue  le  résidu  de  T  relatifà  l'infini  [x,  y 

soit  égal  à  —  I , 

,,  _  S[eA(A,VV(.r,  y)] 

On  roniaitjtie  île  plus  que  lie,  ïj \    considéré  connue  loiiclioii  i\r 
iç,  r,),  admet  les  nudliplicateurs  inverses  de  <l>;|,  r,   .  Le  proilinl 

<Pi|,  v;)T(|,  ïj) 

est  donc  une  fonction  rationnelle,  de    :,  /;  1,  deven  uil  infinie  aux  //  nt)iuts 
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»î) 


z^.  r^,.  (jiii  sont  les  infinis  de  <-l>,  et  aux  p  points  {.r,yj,  {^',,y\\  .  ■. 
(x„  ,,  y_  i),  qui  sont  les  infinis  de  T.  Or  les  résidus  de  cette  fonction 
rationnelle  sont,  pour  les  points  (|^,  vj^,, 

\^  élanl  le  résidu  de  <!'  ;  pour  le  point  [x,  y), 

el  potu"  les    p  —  I    points  ' x'f.,  y\), 

15^  étant  le  résidu  de  ï  relatif  à  l'infini  {■^>^\,y\  ;. 

On  a  donc,  d'après  les  relations  connues  entre  les  résidus  d'une 
fonction  i-ationnelle, 


io 


<=  1 

Soit  posé 


I  ,   2, 


P)- 


A   z_,  r, 


lii-'^r  .  y 

TP         I  '  y  1 


On    a.   en   multipliant  la  première  des  équations   (  3o  )   par  A,,  la 
deuxième  par  A! la  ^"'"'par  A' ,  et  ajoutant, 


fi') 


^^'-' y>  =  id-V) S^*T ■^*' ^*  ^-*' '''" 


et  cette  fornuile  est  identique  à  la  formule  de  décomposition    12  .  .It 
vais,  en  effet,  montrer  que  l'on  a 


(^2) 


Ï(?..V3* 


A(.r.   )•) 


^(•^■..v;?*.  ^j- 


Pour  vérifier  cette  formule  (32),  remplaçons  T(|,  r; )  et  .y{.r,y:  2,  o 
par  leurs  valeurs  (29)  et  (8),  les  constantes  R  et  C  étant  aussi  rem- 
placées par  leurs  valeurs.  La  formule  à  vérifier  devient 

'       ■  S[e,.(/,,)i/,(-*--.r)]        ^(^t;r)' 

vérification  que  l'on  peut  faire  par  la  méthode  suivante,  qui  pourrait 
déjà  servir  à  démontrer  la  relation  (^S).  On  a,  par  le  théorème 
d'Abel, 

^,  =  «!')(.r;,  >•;)  +  «-''K.  jl)  +•  ■ .  +  «"H^v^,' j;- J  -  ^<  • 

d'autre  part, 

identiquement,  quels  que  soient  (r),  rj).  Donc  les  dérivées  par  rapport 
à  r'  sont  nulles  aussi,  et  l'on  a  ainsi  [p  —  i)  équations 

d  011  l'on  tire 

a;        ~        V^  a;  i(«,r,)  Ai-r,,v) 

ce  qui  démontre  l'identité  f  33). 

10.  Dans  la  formule  générale  (  1  2  ),  il  se  présente  cette  circonstance 
singulière  que  l'élément  de  la  décomposition  ^{x,y;  ç,-/j)  devient 
infini  au  pôle  (S,r,)  et  en  [p  —  i)  autres  points  arbitraires.  Cette  cir- 
constance ne  peut  pas  être  évitée  si  l'on  veut  prendre  jjour  élément  de 
décomposition  une  fonction  admettant  les  2p  nniltiiilicateiirs  donnés. 
Il  est,  en  effet,  impossible  de  former  une  fonction  admettant  les 
■jp  multiplicateurs  donnés  et  ne  devenant  infinie  qu'en  un  pôle  va- 
riable (£,■/;),  sauf  dans  le  cas  de /;  =  i  ;  car  une  pareille  fonction 
serait  de  la  forme 

et,  en  écrivant  que  celte  foiK  tion  admet  les  2p  mnlliplicatcuis  a,,  on 
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tromo,   j)Oiir  déterniiner  :|',  •/;'),  p  équations  ([iii  sont  en  •ienciMl  ni- 
conipatibles. 

Mais  on  ponrrait  therclier  un  élément  île  décomposition  iie  (ic\e- 
nant  infini  qu'en  un  point,  et  se  reproduisant  mnlliplié  par  un  Jac- 
leur  fj./^  et  augmenté  d'une  constante  ^jt^  quand  le  point  'x,y\  décrit  un 
l'vcle.  Une  pareille  fonction  aurait  pour  ilérivée  une  fonction  admet- 
tant les  2/j  multiplicateurs  [x^.  \  oici  comment  on  peut  la  former. 

=t;  dx  l'intégrale  abélienne  la  plus  générale  de  première  es- 
pèce. La  courbe  Q  ^  o  coupe  F  ^  o  en  2yy  —  2  points  ordinaires 

(•ï^l-.rl-)'    (^'  =  1, 2, ...,  2/j- 2) 

dont  /)  —  r  sont  ar]:)itraires.  Soient,  en  outre, 

(.r,,j,),   [x.,,y.],    ...,   {x,p^.„y,p^.,), 

(2/>  —  2)  +  3  points  arbitraires,  dont  le  dernier  '£,  vj)  est  essentielle- 
ment distinct  des  premiers. 
La  fonction 

(34)  u'(a..v;|,v,)=/^|j;;'||l;j"|  n  \2'r]'^^'""  ^'^•'' 

ne  devient  infinie  qu'au  seul  point  (|,  yj). 
Disposons  des  constantes  X,  et  des  ■2p  points 

V  ?  >  "'/  j  '    l  ?  5  ■'7    ;'  » 
i.r,,yf),   f.ro.Vo),   (x2^,_^, y^p  .>), 

de  façon  que  la  fonction  sous  le  signe  f  admette  les  ip  nndtiplica- 
teurs  u,4,  et  que  le  résidu  tle  cette  fonction  relatif  à  l'infini  .>•  =  z  soit 
nul  ;  alors  la  fonction  'J?  admet  l'infini  simple  s,  r,  ,  et  si  le  point  x.  y 
décrit  un  cycle,  elle  se  reproduit  multipliée  par  [x^  et  augmentée  d'une 
constante  y^.  Une  pareille  fonction  pourrait  servir  d'élément  de  décom- 
position. 

On  voit  les   recherclies  auxquelles  cette  remarque  peut  conduire: 
je  me  propose  d'y  revenir  plus  tard  dans  un  INIémoire  sur  les  intégrales 


lie  la  forme 

<1>  ;r,  v)  désignanl  une  fonction  telle  que  (2);  ces  intégrales  com- 
prennent les  intégrales  abéliennes  comme  cas  particuliers. 

J  1 .  Beiattons  entre  les  résidus  d' une/onclionquelconque  te/leque<^U- ,  y)  . 

Soit,  comme  dans  le  n"  5,  ^{x,y)  une  fonction  du  point  analy- 
tique [x,  y)  admettant  les  2/)  multiplicateurs  u./,,  [k  =  f ,  -x,  .  . .,  ip^^  et 
devenant  infinie  du  premier  ordre  aux  points 

(?,,•/;,).  (S.,/î2),  •••-  (?«,>!„) 

avec  les  résidus  respectifs  A,,  Ao,  . . .,  A„.  Nous  supposerons,  pour  |)lus 
de  simplicité,  que  ces  pouits  ç^,  vj^  ne  sont  pas  des  points  critiques,  cl 
([u'ils  sont  tous  à  distance  finie. 

Désignons,  comme  dans  le  n°  10,  par 


/ 


Q(.r,r 


dx. 


linlégrale  abélienne  la  plus  générale  de  première  espèce;  par 

les  [xp  —  2;  points  variables  oii  la  courbe  Q  =  o  coupe  F  =  o;  enfin 
par 

(■r,,,V,  ),     (^2.J-.) {^2p     2..V'2/,     ni 

[■?.p  —  i\  points  analytiques  pour  le  moment  indéterminés.   Considé- 
rons la  fonclion 


^"M,y)  AA  I  '■/...'•/,  I 


k  =  1 


Kcrivons  ijne  celte  fonction  ra(,r,  v)  admet    les   nudtiplieatcurs  in- 
verses des  nudtiplicaleurs  fji,,  [u  ....  p-^p  de   >\>[x,y').   On   a   les  xp 
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éfjiiations 

(36)  A==,,   . 

\  '  ''  /;  =  I 

Oll    J  =  [  ,   2,   .  .  .,  /J. 

Les  p  premières  équations  déterminent  /,,  l-,,  ....  /^;  les  /;  suivanlcs 
donnent  ensuite,  en  vertu  de  la  relation  roinuie, 

*  =  1 
qui  lie  les  (  2/>  —  2  )  points  (a7^,,  r^),  les  équations 


[37)        ^  „(')(ar^,_jg  =  2Q  + 2: /,%,,  +  ... +  /^a^,, 
A  - 1 

(/  =  r,  2.  ...,//; 


logu.^,. 


et  ces  équations  (37)  déterminent />  des  points  (x,„Y/,j  en  Ibnction 
des  p  —  2  autres  qui  restent  arbitraires.  Nous  supposerons,  pin- 
exemple,  que  les  équations  (37)  déterminent  les  points 

(''^p  I. .>>-<).   {'^p'.Yp)'   {jCp^K,Yp^,) 'x.,p  .,,y.,i,  , 

en   fonction  des  (p  —  1)  points 

(38)  (^i.v,),  (a;^,^,),   ...,  {■x-p^^,Yp_., 

qui  restent  arbitraires.  La  fonction  7:;{x,y)  contient  alors  p  2  pa- 
?"amètres  qui  sont  les  points  arbitraires  (38).  Le  produit 

(39)  <I>  (x,  r)  3T(a;,^V; 

est   une  fonction   rationnelle    de  x  et  y   devenant   infiniment    petite 

cxjmnie  — ;  aux  m  points  analvtiqnes  éloignés  indéfiniment;  tionc,  d"a- 

près  un  théorème  connu,  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction 
rationnelle  est  nulle.  Or  la  fonction  (3g)  admet  pour  pôles,  d'une  part 
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les  pôles  {:,,-fit),  ■  ■■,  (?„,  v?,,  )  'le  0(.r,  v)  avec  les  résidus  respectifs 

A, z?{ç, ,■/;,),   Ao7;7(2., -/j,),    ...,   A„^f;„,  •/;„), 

et,  d'autre  part,  lespùlesde  rs{x,y)  dont  les  résidus  sont  nuls,  car  l'in- 
tégrale Ç-!s{x,Y)dx  est  partout  finie.  On  a  donc  la  relation 


l<>i 


A,  ?:t;'ç|,  -/Ji)  -h  A^-(Ço,  yjo)  +. .  .+  A„7rri  5„,  •/;„  ;  =  o. 


Comme  la  fonction  t^  contient />  —  2  points  arbitraires  (a;,,  y,  ),  .... 
(•»",,  ..Tp  2).  on  obtient  différentes  relations,  telles  que  (  '\o),  en  donnant 
à  ces  points  différentes  positions.  Mais,  parmi  les  relations  en  nombre 
infini  que  l  on  obtient  ainsi,  il  ny  en  a  que  p  —  c  qui  soient  distinctes.  Con- 
sidérons en  effet  [p  —  i)  systèmes  de  valenrs  des  points  (38),  et  soient 

r3y[x,Y),   s72(..r,V;,    .  .  .,   ■^p^,\JC,Yi 

les  ' p  —  \)  fonctions  cj  correspondantes;  soit  toute  autie  fonction  r;:^, 
obtenue  en  donnant  aux  points  (38)  les  valenrs  déterminées 

je  vais  montrer  que  cette  fonction  w^,  est  égale  à 

('il  J  m,  rôi[x,y)  -h  m.sTj  (x,j>')  -1-.  .  .-f-  n^|,_^  m^,  _,{x,y), 

m,,  ni.,,  .  . .,  nip  t  étant  des  constantes. 

En  effet,  l'expression  (^i)  est  nne  fonction  r;;  et  peut,  par  suite,  se 

mettre  sons  la  forme  (35);  en  déterminant  les  coefficients  /«,,  m., 

m^_, ,  de  façon  que  la  fonction  (  \  i  )  s'annule  aux  [p  —  2)  points  [a-\  ,y\  ), 
[x„,Y.X  ...,  (r,  .,,  V  _.,),  ou  obtiendra  une  fonction  s'annnlant  aux 
mêmes  points  que  w^,  en  vertu  des  relations  (3-)  qui  iléleiminent  tous 
les  zéros  de  ro,  dès  qu'on  en  connait(/;  —  2);  la  fonction  {/\\],  tlevenaut 
nulle  ou  infinie  aux  mêmes  points  que  t^^,  ne  peut  doue  en  différer  (pie 
par  un  facteur  constant;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Hemarque.  —  Les  raisonnements  précédents  sont  en  défaut  dans  le 
cas  exceptionnel  cpii  fait  l'objet  du  n"  7.  Les  résiilus  satisfont  alors  à 
p  relations,  que  l'on  obtient  immédiatement  à  l'aide  des  relations"!  16) 
entre  les  résidus  d'inie  fonction  rationnelle. 
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Exposé  des  principes  de  la  théorie  des    courants  électrirjues  ; 
Par  m.  h.  RESAL. 


§  I.  —   Courants  constants. 

1.  Lorsque  la  fonction  potentielle  n'est  pas  constante  dans  l'inté- 
rieur d'un  conducteur,  l'électricité  entre  en  mouvement  et  il  se  pro- 
duit un  courant  électrique.  Si  cette  fonction  est  indépendante  du  temps, 
ce  mouvement  devient  permanent  au  bout  d'un  temps  très  court,  à 
partir  de  l'instant  initial,  et  le  courant  devient  co/î^/ct/;/.  Dans  ce  cpii 
suit  nous  ne  nous  occuperons  que  des  courants  de  cette  natiu'e. 

2.  Loi  de  OJim.  —  Soient 

A  un  point  intérieur  du  conducteur  : 

Y  sa  fonction  potentielle; 

r/oj,.  un  élément  superficiel  en  ce  point  normal  a  ime  droite  Or  par- 
tant d'une  origine  O  déterminée  ; 

(j ,  la  quantité  d'électricité,  rapportée  a  l'unité  de  surface,  qui  ti'a- 
verse  d'j)^  dans  l'unité  de  temps,  et  qui  ne  dépend  f[ue  de  la  position 
de  A  et  de  l'orientation  de  0>r; 

dx  une  longueur  infiniment  ])etite  portée  à  partir  de  A  sur  la  normale 
à  d(xij.. 

Ohm  suppose  que  ïa  Jliix  électrique  q ^  est  proportionnel  à  la  compo- 
sante -r-  de  la  force  qui  atrit  sur  A,  c'est-à-ilire  à  la  cause  de  ce  (lux. 
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On  a  ainsi,  en  désignant  par  a  une  constante, 

,  ,  .  d\ 

Cette  expression  n'est  autre  chose  que  celle  d  un  flux  de  chaleur 
traversant  c?w^,  en  admettant  cpie  la  température  en  A  soit  représentée 
par  V. 

Si  donc  Oy,  Oz  sont  deux  axes  rectangulaires  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  Ox,  et  x,y,  z  les  coordonnées  du  point  A,  nous  avons 
l'équation  connue 

,     ,  d'\         fP-\         cP\ 

2)  •     -T-T  -f-  -p-r  +  -pr  =  o. 

^     '  cl.r-  dy-  az- 

Mais  on  sait  cjue,  pour  le  point  intérieur  A,  le  second  membre  de 
cette  éfjuation,  au  lieu  d'être  nul,  devrait  être  égal  à  [\uap,  en  dési- 
gnant par  p  la  densité  du  fluide  concentrée  en  ce  point;  d'où  il  suit 
(pie  p  =  o,  et  conmie  consécjuence  : 

1°  Le  fluide  se  trouve  à  l'état  neutre  dans  le  conducteur; 

2°  L'électricité  qui  donne  lieu  à  la  fonction  potentielle,  c'est-à-dire  au 
N1VEA.U  poriîNTiEL,  doit  Se  trouver  sur  la  surface  du  conducteur  ou  à 
l'extérieur  de  ce  conducteur. 

Le  flux  principal,  ou  la  plus  grande  valeur  q  de  (/j-. . .,  correspond 
au  cas  où  Ox  est  parallèle  à  la  normale  en  A  à  la  surface  de  niveau 
passant  par  ce  point;  et,  en  continuant  à  désigner  par  dx  un  clé- 
ment infiniment  petit  de  la  partie  extérieure  de  cette  normale,  nous 
aurons 

Nous  rappellerons  que  q^.  n'est  autre  chose  que  la  projection  de  </ 
sur  Ox. 

On  est  convenu  de  désigner  sous  le  nom  de  force  électromotrice  en  A 
la  dérivée  -r-- 

(I.V 

5.   Des  conducteurs  allongés  dont  la  section  est  très  petite.    —   Dans 
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res conducteurs,  qui  sont  ceux  que  l'on  emploie  le  plus  génc^ralemcnt, 
on  peut  considérer  la  section  normale  co  en  un  point  A  de  l'axe  comme 
un  élément  de  surface  de  niveau;  et  l'on  a,  pour  la  quantité  de  fluide 
qui  traverse,  dans  l'unité  de  temps,  cette  section,  c'est-à-dire  pour  Vi/i- 
tensité du  courant. 

,,  .  d\ 

j  i  ^  a'ji-=-- 

'  a.r 

Soient  ¥„,  V,  les  valeurs  de  V  qui  se  rapportent  à  deux  points  dé- 
terminés Ao,  A,  de  l'axe  du  conducteur;  /  la  longueur  de  l'arc  A^A,. 

Nous  aurons 

On  est  convenu  de  donner  à  la  valeur  V,  — \o  le  nom  Ae  force  électro- 
motrice de  la  longueur  AyA,  du  courant,  et  de  représenter  par  -^  la 

résistance  à  la  conductibilité  de  Vêlement  linéaire  dx.  Nous  représen- 
terons par 

(6)  R=r'^' 

'  J  (Ho 

la  résistance  totale -de  la  longueur  l  du  courant. 
Nous  avons  ainsi 

(7)  Rî=V, -V„. 

Si  la  section  du  courant  est  constante,  on  a 

(lio 

el 

(8)  «  =  '-^(V,-V„), 

Cette  formule  a  été  vérifiée  expérimentalement  au  moyen  du  rlieo- 
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mètre,  lorsque,  ne  changeant  rien  à  la  pile,  c'est-à-dire  à  (\',  —  V,,),  on 
fait  varier  la  section  et  la  longueur  du  circuit. 

4.  Loi  de  Joule.  —  Considérons  un  conducteur  de  la  même  catégorie 
que  les  précédents. 

Soient  {fig.  i) 

a„b„,  a,  b,  les  sections  normales  à  l'axe  du  circuit  en  A^,  A,  ; 

Fig.   I. 


à„b„,  ci\b\  les  sections  que  vienneut  occuper,  au  bout  d'un  temps 
infiniment  petit  dt,  les  particules  électriques  qui  se  trouvaient  pri- 
mitivement dans  (7„Z'„,  a,  b, . 

Le  travail  des  forces  électriques  développé  dans  le  transport  de  la 
masse  a^b^a,  è,  en  d^b\a\  b\  ne  peut  résulter  que  du  transport  fictif  de 
la  masse ao6„«'|j 6,1  égale  à  idt  en  a,  b^  à^  6,  (  '  ),  puisque  rien  n'est  changé 
dans  la  partie  commune  a'„i'„ a,  è, .  Le  travail  électrique  effectué  dans 
le  temps  dt  est  donc  (V,  —  \o)dt  et,  dans  l'unité  de  temps, 

(9)  5  =  r(V. -V„), 
ou,  en  ayant  égard  à  la  relation  (7), 

(10)  ÎL=l'R. 


(')  On  admet  ainsi  l'hypothèse  des  tranches  dans  le  niotn  cmcnt  |nTniaiient  des 
ilnides. 
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Ce  travail  est  équivalent  à  la  demi-force  vive  de  la  masse  électrique  /, 
censée  condensée  en  Ao,  en  passant  de  là  en  A,,  augmentée  d'un  terme 
proportionnel  à  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  circuit.  Si  l'on 
considère  la  première  de  ces  quantités  comme  négligeable,  e  se  trou- 
vera ainsi  transformée  en  une  quantité  de  chaleur  sensible  ^,  et  l'on 
aura,  en  désignant  par  A  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  sous 
toute  réserve  du  choix  des  unités, 

('0  i=-x- 

Ainsi  donc  la  qucmtité  de  chaleur  développée  dans  le  circinl.  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  l'intensité  du  courant  et  à  la  résistance  du  conduc- 
teur. 

Celte  loi,  découverte  expérimentalement  par  JM.  Joule,  n'est  qu'une 
conséquence  de  celle  de  Ohm  et  vice  versa.  Qu'il  nous  suffise  de  dire 
que  nous  avons  déjà  jusfju'ici  une  double  justification  des  résultats  de- 
là théorie. 

§  II.    —   Courants  thermo-électriques. 

S.  Considérons  un  circuit  formé  de  n  +  i  parties  ou  éléments  ap- 
partenant respectivement  à  différents  métaux,  et  soudées  les  unes  à  la 
suite  des  autres. 

Si  les  soudures  successives  Aj,  A,,  . . .,  A„  {/ig-  2)  sont  portées  à  di- 


verses températures,  il  se  développera  généralement  un  courant  élec- 
trique d'intensité  i. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  sous  toutes  réserves,  que  A„,  A,,  ....  .\„ 
indiquent  le  sens  du  courant. 
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Pour  expliquer  le  fait  dont  il  s'agit,  on  a  été  conduit,  par  des  consi- 
dérations qui  appartiennent  au  domaine  de  la  philosophie  naturelle, 
et  auxquelles  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arrêter,  à  admettre  que 
le  niveau  potentiel  change  brusquement  de  valeur  lorsque  l'on  traverse 
la  soudure  A.,.  Néanmoins,  la  formule  (9),  d'après  la  manière  dont  elle 
a  été  établie,  est  encore  applicable  à  deux  sections  infiniment  voisines 
situées  de  part  et  d'autre  de  A,;. 

Cela  étant  posé,  soient 

y.^,  V^^i  les  valeurs  du  niveau  potentiel  aux  extrémités  A^,  Â,,^,  de  l'une 

des  parties  du  circuit  ; 
R^  la  résistance  à  la  conductibilité  correspondante. 

Nous  avons 

Rv'  =  VL, -Y,. 

En  faisant  la  somme  de  toutes  lès  expressions  semblables  et  dési- 
gnant par 

la  résistance  totale  du  circuit,  il  ^ient 

ou  encore,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître, 

(12)  Ai  =  l{Y.,-\.,). 

II  faut  que  le  second  membre  de  cette  expression  soit  positif  poiu' 
que  le  courant  ait  lieu  dans  le  sens  supj)Osé  ;  s'il  est  négatif,  le  sens 
du  courant  sera  changé;  enfin,  s'il  est  nul,  il  n'y  aura  pas  de  courant. 

G.  Cas  d'un  courant  birnctallique.  —  C'est  le  seul  cas  qui  ait  été 
étudié  par  les  physiciens  et  qui  offre,  par  suite,  de  l'intérêt.  Nous  avons 
ici  simplement 


(i3) 


v'„-Vo-(V,-v;) 
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Comme   l'intensité    d'un   courant   lliermo-électrique   est    toujours 
faillie,  on  peut  négliger  In  quantité  de  clialcur 

i-R 

développée  dans  le  courant,  indépendante  de  celle  qui  se  rapporte  aux 
soudures  Ao,  A,. 
Soient 

/„,  tf  les  températures  de  ces  soudures; 

Qo  :=  2^ — —  la  quantité  de  chaleur  dégagée  parla  surface  A„  dans 

l'unité  de  temps; 
Q,  =  - — !-r — -  la  quantité  de  chaleur  absorbée  par  la  source  froide  A  , . 

Comme  le  fluide  électrique  qui  sert  de  véhicule  à  la  chaleur  revient 

riçr.    3. 


au  même  état  quand  il  a  parcouru  le  circuit,  on  peut  appliquer  ici  h 
principe  de  Carnot  et  écrire 

Qo    _     l-7.t„ 

en  se  rappelant  que  a  représente  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz. 
On  déduit  de  là 

v'„-v„_  V,-V, 


Nous  représenterons  ce  rapport  par  —  >  et  nous  supposerons  rpie  K 
ne  dépend  que  de  la  nature  et  des  dimensions  du  circuit,  et  est  par 
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conséquent  indépendant  des  températures  des  soudures .  La  formule  (  i6) 
devient  alors 


•4 


Kf^,  -  t, 


et  s'accorde  avec  les  résultais  des  expériences  de  César  Becquerel,  lors- 
que l'excès  de  température  [t^  —  /,)  ne  dépasse  pas  5o". 

Au  delà  de  cette  limite,  i  croit  moins  rapidement  que  l'excès  de  tem- 
pérature, et  son  accroissement  devient  sensiblement  nul  et  même  né- 
fjatif  quand  t^  —  t,  atteint  et  dépasse  3oo°.  On  attribue  cette  irrégula- 
rité à  ce  que  deux  métaux  en  contact,  dont  les  températures  sont  très 
différentes,  éprouvent  des  modifications  dans  lein-  constitution,  et 
qu'ils  se  comportent  vis-à-vis  l'un  de  l'autre  comme  des  métaux  d'une 
autre  nature. 

§  III.  —  Théorie  de  la  pile. 

7.  De  Vélectrolyse.  —  On  donne  le  nom  d'éleclrotyte  à  toute  sub- 
stance qui  est  complètement  décomposée  dans  ses  éléments  chimiques 
lorsqu'elle  est  traversée  par  im  courant.  Si  la  décomposition  n'a  lieu 
(|ue  partiellement,  en  d'autres  termes,  si  au  moins  un  des  produits  de 
celte  décomposition  est  encore  une  combinaison  chimique,  la  substance 
est  tuie  électrolycale. 

Les  expressions  éleclrolvse  et  électrolysation  sont  des  dérivés  de  celle 
de  électrolyte. 

Une  électrode  est  l'un  ou  l'autre  des  points  tle  la  substatice  par  où 
arrive  et  d'où  sort  le  courant. 

L'électrolvse  est  soumise  aux  lois  suixantes  : 

i"  L'action  décomposante  d'un  courant,  ou  sa  puissance  chimiijue,  est 
la  même  dans  toutes  ses  parties. 

1"  La  quantité  de  substance  décomposée  est  proportionne/le  à  la  quan- 
tité d'électricité  qui  passe  dans  un  temps  donné,  ou  encore  à  l'intensité 
du  courant. 

>"  (l.oi  (le  Faradavi.  Quand  un  même  courant  traierse  successivement 
plusieurs  électrolytes,  les  poids  des  éléments  séparés  sont  entre  eu.i-  comme 
leurs  équivalents  chimiques. 
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On  donne  le  nom  à' équivalents  éleclrochimiques  au  poids  d'un  corps 
qui  est  modifié  dans  l'unité  de  temps  par  un  courant  dont  l'intensité 
est  égale  à  l'unité. 

8.  De  la  pile.  —  En  continuant  à  désigner  par  A  l'équivalent  méca- 
nique de  la  chaleur,  soient  q'  la  c[uantité  de  chaleur  produite  par  la 
dissolution  de  i^^  de  zinc  dans  un  liquide  acide;  e'  l'équivalent  élec- 
trochimique du  zinc. 

Lorsque  l'intensité  du  courant  est  i,  te  poids  du  zinc  dissous  dans 
l'unité  de  temps  est  l'i,  et  donne  lieu  à  un  dégagement  de  chaleur 
i'iq'  correspondant  à  la  production  de  travail  AeV^'.  Si  la  pile  est  formée 
de  n  éléments,  le  travail  électrochimique  ou  Vaction  chimique,  sui- 
vant une  expression  admise,  sera  nX'Jiq. 

Soient  R  la  résistance  du  fil  conducteur  que  forme  le  circuit  en  de- 
hors de  la  pile;  R'  la  résistance  de  chacun  des  éléments  de  la  pile;  la 
résistance  totale  sera  R  +  /?  Pi'  et  la  loi  de  Joule  conduit  à  l'identité 

nki'iq'=iK  +  nVJ]i-: 

d 'où 

Si  le  nombre  des  éléments  de  la  pile  est  suffisamment  petit,  on  a  à  très 
peu  près 

(l8)  i=__X, 

et  l'intensité  du  courant  est  proportiomielle  au  nombre  des  éléments. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  des  éléments  est  très  grand,  on  a  ap- 
proximativement 

et  l'intensité  du  courant  est  sensiblement  constante.  On  voit  ainsi  qu'il 
n'y  a  aucun  avantage  à  multiplier  outre  mesure  le  nombre  des  élé- 
ments de  la  pile. 

Ces  deux  résultats  sont  conformes  à  ceux  de  l'expérience. 

Journ.  de  Math.  (3"  àérie),  tome  IX.  —  Jvnvikr  iS83  J 
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9.  Supposons  que  l'on  place  dans  le  circuit  un  certain  noni])re 
(J'électrolytes  (E,),  (Ej),  ...;  soient  Sv.  R^.  q-,  l'équivalent  électro- 
chimique  de  (Ev),  sa  résistance  et  la  quantité  de  chaleur  nécessaire 
pour  décomposer  son  unité  de  poids;  on  reconnaît  sans  peine  que 
l'on  a 

n\î'iq'=  i-'R^  nW-h  1,R,) +^  1,  \sjq„ 
d'où 

Pour  que  le  courant  se  produise,  il  faut  que  Am'q'^  l,\c.,q.,  ou 
que  l'action  chimique  de  la  pile  soit  supérieure  à  la  somme  des  actions 
chimiques  des  électroh  tes. 

§  IV.  —  De  l'inuuctio?j   électrique. 

10.  Différentes  Jormes  sous  lesquelles  on  peut  mettre  la  formule 
d' Ampère  ('  )    —  Soient  [fig.  i) 

AB,  A'B'  deux  courants  électriques  : 

FiE.  , . 


A,  A'  deux  points  déterminés  de  ces  courants,  qui  sont  censés  se  pro- 
duire de  A  vers  B  et  de  A'  vers  B'; 
a.  a' deux  points  quelconques  de  AB,  A'B'; 
5,  s'  les  lono;ueurs  d'arc  \a,  k'a'; 


(')    Voir  nos  Recherclies  sur  rEIectrodynanii<im 
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abds,  a'b'=   ds'  les  deux  éléments  de  courant  correspondant  à  a 

et  a'; 
r  la  distance  aa'; 

a,  a   les  angles  formés  par  ah,  a'b'  avec  aa'  et  a'a; 
d  l'angle  compris  sous  les  deux  pians  a'ab,  aa'b': 
i,  i  les  intensités  des  courants  AB,  A'B'; 
£  l'angle  formé  par  ab  avec  a'b' . 

Nous  pouvons  considérer  r,  a,  u\  9  et  e  comme  étant  des  fonctions 
de  s  et  s' . 

Nous  avons  trouvé,  pour  l'expression  de  l'action  mutuelle  de  deux 
courants. 

(i)  i|  =udsds'i — h  sina  sina'cos5  ). 

Une  parallèle  en  a  à  a'b',  le  prolongement  de  a' a  et  la  direction 
de  ab  déterminent  un  angle  trièdre  qui  conduit  à  la  relation 

cos£  =  —  cos«  cosa'+  sina  sina'cos?, 

et  l'expression  (il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  vj>  =  «'(/î</5'( -cosacosa'+ cos£  ). 

Nous  avons  vu  que  l'on  avait  aussi  l'expression  plus  simple 


,  „ ,  ,         ii'ds  ds' 


'  2  cosa         ds' 

ou,  en  développant, 

.  -,  ds  ds'  I        cos  1  dr  d  cos  2  \ 

'  r^     \  1      ds  ds 

mais  on  a 

dr 
cos  a  -=  —  -,-  ' 

ds 
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par  suite, 

ii'dsds'  l'i  dr  dr  d'^r    \ 

(4)  '^^  ~l^~\-^-dsd^'  ''''didi'Y 

Si  l'on  pose  /==  :;-,  -j-  =  ".  on  reconnaît  facilement  que  le  facteur 
en  r  de  cette  expression  devient 

d- 
\      z   \      d     \    dr  2    d'^sfr 

2   ds'  i/7  ^*'  k/r  ^*  vr  '^^^^ 

Nous  avons  donc  enfin 


{-^) 


lii'dsds'  d-\  r 


V'r 


</s  rfi' 


11  Formules  de  Weber.  —  Dès  1822,  Ampère  (')  avait  émis  l'idée 
que  l'on  pourrait  se  rendre  compte  de  la  loi  relative  à  l'action  mu- 
tuelle de  deux  éléments  de  courant,  en  supposant  que  deux  particules 
électriques  m,  m'  s'attirent  ou  se  repoussent  proportionnellement  à 
leurs  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance,  à  la  con- 
dition de  faire  intervenir  un  coefficient  égal  à  l'unité  augmentée  d'un 
terme  U  qui  ne  dépend  que  du  mouvement  relatif  de  m  et  m';  ce  qui 
revient  à  représenter  l'action  mutuelle  de  m,  m'  par 


U), 


en  continuant  à  considérer  une  attraction  comme  positive 

Ampère  est  resté  à  cette  conception  philosophique  sans  la  développer. 
Gauss  l'a  reprise  plus  tard  et  a  admis  que  U  est  composé  de  deux 
termes,  l'un  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse  relative  de  m  et  m\ 


(')  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,   1828. 
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l'autre  au  carré  de  la  composante  -r  suivant  mm'  de  cette  vitesse,  les 

coefficients  des  deux  termes  pouvant  d'ailleurs  dépendre  der.  L'hypo- 
thèse de  Gauss  doit  être  rejetée,  parce  rpi'ellc  conduit  à  des  résultats 
inadmissibles  au  point  de  vue  de  l'expérience. 

En  considérant  le  cas  de  deux  éléments  de  courant  situés  dans  le 
prolongement  l'un  de  l'autre,  Weber  a  été  conduit  à  admettre  que  U 
renferme  un  terme  qui  dépend  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  r, 

et  il  a  supposé  que  ce  terme,  à  un  coefficient  prés,  est  de  la  forme  -rp^- 

Examinant  ensuite  le  cas  de  deux  éléments  perpendiculaires  à  une 
droite,  il  est  arrivé  à  conclure  que  U  doit  renfermer  aussi  un  terme 

proportionnel  à  l'accélération  relative  -^-r'  estimée  suivant    r.    C'est 

ainsi  qu'il  a  été  amené  à  poser  généralement 


, ,. ,  mm'  f  dr-        n  d- r 


a  et  |3  désignant  des  fonctions  de  r  qui  doivent  être  déterminées  de 
manière  que  les  résultats  auxquels  conduit  cette  formule  soient  d'ac- 
cord avec  la  formule  d'Ampère. 

Soient  i%  i>'  les  vitesses  de  m,  m'  qui  sont  censées  des  fonctions  des 
trois  variables  s,  s',  t;  ds,  ds'  les  chemins  parcourus  par  ces  points  dans 
l'élément  de  temps  dt.  Nous  avons,  en  employant  la  caractéristique  J. 
pour  les  dérivées  partielles,  à  la  place  de  celle  d  qui  est  réservée  aux 
dérivées  totales, 


ds 

'=dt' 

e'  = 

ds' 
dt' 

dr 

dt 

dr  ds         dr  ds'         dr 

~  dl  d'i  ^  Ik'  ~dl  ^  Tl  ~ 

di 

^57 

,  dr          dr 
ds             dl 

dh- 

.,  d-r                ,dr   dr           , 
ds-                   ds  ds 

.,  a-  / 

ds' 

dv  dr         dK-'  di 
'^  d7  d^  ^  lïï  d7 

df  dr          ,  dr'   dr 
ds  ds            ds'  ds' 

d'r 
dt- 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (6),  et  posant 
Or-       ,  d-  r 


Or-         f.  dr- 
-    —  ,  /     ()/■  (V     ,     ^    d'-r   ' 


ôr  (11-         f-  ôv  dr         ^, 
-     às    i)t         ^    ,)f    (h 

g  di'  dr         , r.  dv'  ds' 


dr-         ^  d'r 

■d^^^i'âT^' 


■  'Il  ^ 
ds'  dt 


I     dt    ds- 


dt    dr 


[91 


on  trouve 

Supposons  maintenant  que  les  éléments  de  courant  ds,  ds  soient 
formés  chacun  d'un  couple  de  particules  électriques,  savoir  m,  m, 
pour  le  premier  élément  et  m',  m\  pour  le  second.  Soient  r,.  v\  les 
vitesses  de  m,,  m', qui  peuvent  être  différentes  de  c,  i'';  ffi,,  c,  et  l'O, ,  c\ 
les  valeurs  de  (S,  c  et  ©',  i' quand  on  y  remplace  respectivement  c  par  r, 
et  c  par  i'\. 

L'action  mutuelle  4'  <le  ds  et  (//  s'obtiendra  en  ajoutant  l'exprcs- 
sion  (8)à  celles  qui  en  résultent  quand  on  y  remplace  successivement^ 
par  w,,  m'  par  m',  et  enfin  m,  m'  par  m,,m\.  On  trouve  ainsi 

(J/  = '- .\4m  -\-  m^]{m' -h  m\] -h^Hiim' -^-  m\](nn'-  -+-  m,v'') 

-+-  M\/{fn  +  m,  )im\''^  +  m\v\)-  +  c(mc  +  m,^',)(m'i''+  m\i'\) 

-^(!d'm'[m  -4-  /??|)(''  +  i^^',wî',  (//2  4-  m,)ç'',+  >;''(m  -F-m,)//z'-i-  «;•',(/«  ^m,]m\. 

Vm  comparant  ce  résultat  à  la  formule  ('i),  on  voit  que,  à  l'excep- 
tion du  terme  en  Z,  tous  les  autres  doivent  disparaître,  condition  à 
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laquelle  on  satisfait  en  posant 

iioj  m,=^—m,     m^^  —  m. 

et  lexpression  précédente  se  réduit  à 

Si.  en  désignant  par  a  une  longueur  constante,  nous  posons 
— ^ '-  \-2  =1  ds,      Tti \2  —  ids  . 


la  formule    i  i    rentre  dans  la  formule  ;  ].,  et  la  formule   G    prend  la 
forme 

et  par  suite  la  suivante 

Il  résulte  des  relations  (lo)  qu'un  élément  de  courant  ds  peut  être 
considéré  comme  étant  composé  de  deux  particules  électriques  de  même 
masse  en  valeur  absolue,  mais  appartenant  respectivement  à  l'un  et  à 
l'autre  fluide.  Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  l'on  puisse  admettre  que  ces 
deux  particules  sont  animées  de  deux  vitesses  égales  et  de  sens  con- 
traires, et  alors  on  a  simplement 

(ij)  î=2s/2  — .       i  =  2v/2-^- 

Il  suit  de  là  que  l'on  peut  regarder  un  courant  comme  formé  de 
deux  courants  inverses  l'un  deTaulre  et  apjiartenant.  i"ini  au  tluide  po- 
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sitif,  l'iuitre  au  fluide  négatif,  et  qui  ont  chacun  pour  intensité  la  moitié 
de  celle  du  courant  complet. 

On  s'assurera  facilement  que  la  force  a:  dérive  d'un  potentiel  et  cpie 
ce  potentiel  a  pour  expression 


i  I  o  )  c;  = I  —  - — ; 


dt  ) 


12.   Potentiel  de  l'action   mutuelle  de  deux  éléments  de  courant. 
En  se  reportant  à  la  troisième  formule  [a],  on  a 

,{dr\-  ,,    „  Or-  ,n  dr-  ,dr  dr  dr  ,dr        dr 

\dll  V      as-  ds  -  os  Os  Ol  (il         dt^ 

Remplaçons  dans  cette  expression  m  par  m'  puis  m  par  ;«,,  enfin 
m,  m'  par  m,,  m\.  Faisons  la  somme  des  expressions  ainsi  obtenues, 
puis  supposons  dans  cette  somme  m,  =  —  m,  m\  =  —  m  ;  on  reconnaît 
facilement  qu'elle  se  réduit  à 

,,         ,     ,  <)r  âr 
omm  (•«'  -^  -T-T- 

(Is   Os 

I.e  potentiel   cherché   $  ou  la  somme  des  expressions  (i6    pour  les 
quatre  couples  de  molécules  a  ainsi  pour  expression 

m  ni\i'  Or  dr 
(i- r       Os   Os' 

OU,  en  vertu  des  relations  (i5), 

,  .  I   ii'dsds'  dr  Or 

>'7)  ^  =  -^-^TsW 

I.J.  Potentiel  total  relatif  à  deux  courants  fermés  d'intensités  con- 
stantes agissant  l'un  sur  l'autre.  —  Ce  potentiel,  que  l'on  appelle  aussi 
l'énergie  potentielle  des  deux  circuits,  a  pour  expression 

.  ^  J  J    r  Os   Os 
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Mais  on  a,  en  intégrant  par  parties, 


i  7  57  ë^  -  -/'•£  ^* --  (Jj+i  7- 


Os' 


ds' 


De  ce  que  le  courant  AB  est  fermé,  le  premier  terme  de  cette  ex- 
pression est  nul  ;  on  a  donc  simplement 

Q  =  _-;rfL'X±ldsds. 

1  J  J    ''        o^ 

Soient  [Jig-  i)  a\,  b\  les  projections  de  a',  h'  sur  la  direction  de  ab\ 
il  vient,  en  conservant  les  notations  du  n°  1, 


a,  b\  =  r/j'cosE,      cosa  = 


)rc(\sy.    ,  ,   , ,         Or  cosï 

Or 


, .  i)rc(\sy.    ,  ,   , ,         Or  cosï    ,  , 

ab,  =  rco?,a  -1 rr—d^  .      «,''',  =  — .-^  as  , 

'  Os  '     '  Os 


Os' 


d'oii 

et  enfin 

(19) 


Or  rosa \     Os  J 

Os'  Os' 


&='!.  ff2!^,I,ds', 


formule  qui  est  duc  à  F.-E.  Neumann. 

!4.  Force  cleclroinotrice  d'un  courant  induit  produit  dans  un  circuit 
paruti  courant  extérieur.  —  Soient  A'B'  le  courant  et  AB  le  circuit  dans 
lequel  se  développe  le  courani  induit. 

L'accélération  tangenticlle,  ou  suivant  ab,  de  la  particule  m  produite 
par  les  actions  de  m,  m\  s'obtiendra  en  faisant  dans  la  t'ormule(r)j 

m  :=  I.  ni  =  —  m',  t»'  =  —  c'  et  mnlti|)liant  le  résultat  par  cosa  =       — -, 
'11  '  '  Os 

ce  qui  donne 

^  ^'  [ 2 C iv'  +  ( (0'  +  (O;  H''-{-i'-i\]. 
r-    Os  '-  ^  '  ' 

Joiirri.  de  Jlhit/i.  {3'  série),  lome  IX.  —  Féviiiuii  l.SS:^.  '^ 
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L'accélération  semblable  de  /n,  se  déduira  de  cette  expression  en  y 
remplaçant  v  par  c,  =  —  c,  et  comme  elle  est  de  sens  contraire  à  la  pré- 
cédente, elle  devi'a  lui  être  ajoutée  pour  avoir  l'accélération  relative  y; 
de  m  par  rapport  à  m'  ;  on  trouve  ainsi 

tn    dr  -,     ,  , ,    ,  ,  ,  T 

Mais,  en  se  reportant  aux  formules  (7)  et  remarquant  que  v\  =  —  i-', 
on  a 

^,        ^'         ,      dr   dr  ,  ,  ^  dr'   dr 

®+^^.=  '^-57  57'    ^  -^  =  ^'^57' 
d'où 

'nm'  dr  dr  (         ,dr        r,di'\ 


et  en  remplaçant  a,  p,  m\'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations 

(12)  et  (i5), 

i' 

'Jl  dr  dr     1    /         .,  dr         r  di'\    ,  ,        sji  dr  l'r       r    ,  , 

ï3= ^ — T",  -^— «-=; — I ^ —  \as  ^ ^ — z^  -^r~as  . 

a   ds   ds'  r-  \  àt  dt    '  a    ds  ds     dt 

Nous  avons  donc,   pour  la  force  électromotrice  totale  développée 
dans  le  courant  AB,  en  remarquant  que  i'  seul  est  fonction  du  temps, 

d-  ~ 

E=  hch=^  ffi;- !^ 4dsds^ y^ %  /'/'i % %dsds\ 

.'  o  J  .  '   ds   ds     dl  a    dt  J  J    r  ds  ds 

ou,  d'après  le  numéro  précédent, 

(.0)         E=-v'f,rr-?^**. 

Tel  est  le  résultat  clierciié. 
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Des  bissectrices  d'un  réseau  de  lignes  tracées  sur  une  surface 
quelconque; 

Par  m    l'abbé  AOUST. 


Ét.vt  de  la  question. 

Le  problème  des  ])issectrices  d'un  réseau  de  courlies  tracées  sur 
une  surface  consiste  à  déterminer  les  courbes  qui,  en  un  point  cpiel- 
conqiie  de  lein-  parcours,  partagent  en  deux  parties  égales  l'angle 
qu'une  ligne  d'un  faisceau  de  courbes  données  tracées  siu'  une  sur- 
face fait  avec  une  ligne  d'un  autre  faisceau  de  courbes  données, 
également  tracées  sur  la  même  surface. 

Ce  problème  présente  deux  cas  :  le  premier  où  les  courbes  des  deux 
faisceaux  sont  les  lignes  coordonnées,  le  second  où  les  courbes  des 
deux  faisceaux  sont  distinctes  des  lignes  coordonnées. 

Bien  souvent,  on  peut  prendre  pour  réseau  de  lignes  coordonnées 
les  deux  fai.sceaux  de  courbes  données  :  alors  la  mise  en  équation  du 
problème  et  les  calculs  sont  facilités,  comme  nous  l'avons  montré  dans 
notre  Analyse  infinitésimale  des  courbes  tracées  sur  une  surface  quel- 
conque, publiée  en  1869;  mais  il  arrive  aussi  souvent  que  les  deux 
faisceaux  de  courbes  données  ne  peuvent  pas  être  pris  pour  système  de 
lignes  coordonnées,  comme  cela  arrive  lorsque  ce  double  faisceau  est 
donné  par  une  équation  différentielle  du  second  degré,  non  intégrâble  : 
alors  la  question  doit  être  traitée  d'une  manière  générale,  c'est-à-dire, 
en  admettant  que  le  réseau  des  lignes  données  est  distinct  du  réseau 
des  lignes  coordonnées. 


l^^  AOUST. 

Celte  méthode  générale  a  l'avantage  de  faire  connaître  les  relations 
qui  existent  entre  les  rapports  différentiels  des  lignes  données  et  les 
rapports  différentiels  des  bissectrices,  intérieure  et  extérieure,  de 
l'angle  du  réseau,  ainsi  que  les  théorèmes  de  Géométrie  qui  résultent 
de  ces  relations.  C'est  à  ce  point  de  vue,  tout  à  fait  général,  que  la 
question  est  traitée  dans  notre  présent  travail.  Nous  établissons  ces 
relations  avec  simplicité  et  nous  montrons  comment  elles  conduisent 
à  l'intégration  des  équations  différentielles  qui  en  résultent.  Cette 
théorie  donne  avec  la  même  facilité  les  bissectrices  réelles  d'un  réseau 
de  courbes  imaginaires. 

Les  lignes  de  courbure  se  présentent  comme  conséquence  de  cette 
analyse,  nous  avons  soin  d'étudier  ces  coiu'bes  à  ce  point  de  vue  et 
d'en  faire  la  généralisation.  Nous  arrivons  à  quelques  théorèmes  im- 
portants, suivant  nous,  en  ce  qu'ils  doinient  divers  modes  de  généra- 
tion des  lignes  de  courbure. 

^  I- 

1.  Trajectoire  cran  faisceau  de  courbes.  —  Soit  un  faisceau  de 
courbes  tracées  sur  une  surface  donnée  et  représentées  par  l'équation 

(i)  F(p,  p,)  =  M. 

rapportée  à  des  coordonnées  curvilignes  p  et  ^,,  u  étant  un  |)aramèlre 
dont  la  variation  donne  toutes  les  courbes  du  faisceau.  Si  l'on  repré- 
sente par  M,  M,  les  dérivées  de  F  par  rapport  à  p  et  p,,  l'équation 
différentielle  des  courbes  (i)  sera 

Soient 

ds  le  déplacement  effectué  sur   la  courbe  cpie  l'on  considère  dans  le 

faisceau  (a  ; 
d'y,  de,  les  arcs  coordonnés  qui  sont  les  composantes  obliques  de  ce 

déplacement  dans  le  système  coordonné  Ip,  p,i; 
9  l'angle  de  ce  système; 
H,  II,  et  G  les  paramètres  différentiels. 
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On  a  les  relations 

{2)  d<7  =  Udp,     da,^Jl,dp,, 

(3)  ds'^  =  R-dp-  -+-  HJ  Jo;  +  sG-dpdp,; 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

(4)  K=  =  M;IP  +  MMi;  -  2MM,G=, 
on  a  les  deux  équations 

Soient  maintenant  as  le  déplacement  effectué  sur  une  courbe  C,  qui 
coupe  les  courbes  du  faisceau  [u]  sous  lui  angle  '|i;  âa,  5a,  les  arcs 
coordonnés  de  ce  déplacement;  le  double  de  l'aire  du  triangle  infini- 
tésimal dont  les  deux  côtés  sont  ds,  as,  qui  comprennent  l'angle  (ji,  a 
pour  expression 

(5)  dsâs  sin'^  ^  Siin'f{daâ<7,  — «'7,  c?g-); 

si  l'on  représente  par  âp,  op,  les  variations  de  p  et  p,  relatives  à  (V,  ^7,, 
on  obtient  par  l'élimination  de  da,  do,;  5(7,  5g,  au  moyen  des  équa- 
tions précédentes,  la  condition  suivante  : 

(6)  Ko5sin'^  =  TIH,sin9(M,c?,5,  +M(?/3); 

or,  si  dans  l'équation  (1)  on  regardait  u  comme  variable  et  5u  la  va- 
riation de  u  correspondant  aux  variations  5p,  rîp,,  l'équation  précé- 
dente s'écrirait  sous  la  forme  plus  simple 

(6')  R?5sini|;  =  HH,  sinrp^u. 

Cette  équation  est  l'équation  des  trajectoires  sous  l'angle  ^j/  des  coin-bos 
du  faisceau  {u). 

2.   Bisseclrices  d'un  réseau  de  courbes.   —  Soit  un  secf)nd  faisceau  de 


(6  AOUST. 

courbes  donné  par  l'équation 

(7)  F,{p,p,}  =  ur, 

les  courbes  du  faisceau  [u)  coupées  par  les  courbes  du  faisceau  («,) 
forment  un  réseau  [ii,  u,);  on  se  propose  de  calculer  les  courbes  bis- 
sectrices de  l'angle  sous  lequel  le  faisceau  {u)  est  coupé  par  le  fais- 
ceau (m,). 

Soient,  comme  précédemment,  N,  N,  les  dérivées  de  u,  par  rapport 
à  jS  et  à  jO,;  appelons  K,  ce  que  devient  K  quand  on  y  remplace  u  par 
M,;  soit  ds,  le  déplacement  effectué  sur  la  courbe  du  faisceau  («1),  on 
aura 

^7  i  N,  ~         N    ~  kl 

Or,  si  la  trajectoire  $5  déjà  considérée  coupe,  sous  l'angle  di,,  ce 
nouveau  faisceau  de  courbes,  on  aura,  d'après  les  équations  ((5)  et  (G), 
la  condition 

(8)  K,  05sin.^,  =  HH,sinç;(N,ô/';,  +Nc?p)=  HH,  smoâii,. 

Si  dans  cette  équation  on  fait  (];,  égal  à  —  i|/,  la  courbe  5i' sera  bis- 
sectrice de  l'angle  2<h  que  l'une  des  courbes  du  faisceau  [u]  f.iit  avec 
une  quelconque  des  courbes  du  faisceau  («,)  en  leurs  points  d'inti-r- 
section  situés  sur  cette  bissectrice;  on  aura  donc  l'équation  de  cette 
bissectrice  en  divisant  membre  à  membre  l'équation  (6)  par  l'équa- 
tion (8).  On  obtient  ainsi 

'9)  ~  -    -     - 


Otte  équation  est  celle  de  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  a^J/; 
l'équation  de  la  bissectrice  extérieure  se  déduit  de  la  précédente,  en 
y  changeant  le  signe  du  s(^coii(l  inemljre;  on  a  donc  la  double  ('(jna- 
tion  différentielle  suivante  : 

(9)  (^^±-^)op,^(^^±^)op^o, 
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dont  les  signes  suprieiirs  se  rapportent  à  la  bissectrice  intérieure  et 
les  signes  inférieurs  à  la  Ijissectrice  extérieure  de  l'angle  du  réseau. 

5.  Equation  différentielle  de  la  double  bissectrice .  —  11  résulte  de  ce 
que  nous  venons  de  dire  que  l'équation  qj  élevée  au  carré  donnera 
le  système  des  deux  bissectrices  des  courbes  (u)  et  (w,).  Cette  équa- 
tion, quand  on  remplace  K  et  K,  par  leurs  valeurs  tirées  du  tvpe  I4  , 
et  que  l'on  représente  par  v  et  v,  les  valeurs  des  coefficients  différentiels 

-p-  tirés  des  équations  (m)  et    k,),  prend  la  forme  suivante  : 


H: 


[•2G'  +  H;(v  -+-  V,  :]  ^0]  +  2  !  H-  —  H;vy,  !  op  âp, 

—  [2G-VV,  -t-  II-;  V  +  V|j  û*j5-  =  o. 


On  peut  aussi  lui  donner  une  autre  forme  non  moins  commode;  car 
on  a  la  relation 

COS.  =   jjjj-, 

et  l'on  peut  introduire,  pour  représenter  chaque  courbe  [uj  et  «ij,  les 
rapports  de  da,  à  da  tirés  des  équations  (2),  (i)  et  (-j),  rapports  que 
nous  représentons  par  n,  n,  :  alors  l'é  juation    B)  prend  la  forme 

\  (2  cos'>  -h  n  +  «, ,  OG'  +21  —  nn,  ;  c?7oV| 

'  —    2««,  cos'>  -h  n  -h  n,  :  d'y-  =  o. 

La  forme  de  ces  équations  est  rationnelle  en  tant  que  v,  v,  dans  la 
première  et  n,  n,  dans  la  seconde  sont  rationnels  ;  mais  cette  condition, 
qui  est  suffisante,  n'est  pas  nécessaire:  car,  si  les  valeurs  de  v  et  v,, 
ou  bien  les  valeurs  de  n,  n,,  sont  données  par  une  équation  rationnelle 

du  second  degré  en  -4^  ou  en  -4^-,  les  valeurs  de  v  et  v.  seront  coniu- 

"  dp  (il  ■> 

guées  :  il  en  sera  de  même  des  valeurs  do  n,  n,  ;  donc  la  somme  des 
deux  premières  ou  des  deux  secondes  sera  rationnelle,  le  produit  des 
deux  premières  ou  des  deux  secondes  sera  aussi  rationnel  ;  par  con- 
séquent, la  forme  des  équations  (B)  et  (B,)  restera  rationnelle  dans 
cette  hypothèse. 

Si   le  svstème  des  coordonnées  curvilignes  0  et  s,  est  orthogonal. 


/j»  AOUST. 

les  termes  en  G"  de  l'équation  (B)  et  les  termes  en  cosç  de  l'équa- 
tion (B,  !  disparaissent  et  l'on  a  alors  deux  équations  plus  simples  de 
la  double  bissectrice. 

4.  Réalité  des  racines.  —  Cherchons  les  conditions  tle  réalité  des 
racines  des  équations  (B)  ou(B,).  Si  l'on  résout  cette  dernière  par  rap- 
port au  coefficient  différentiel  ^j  on  trouve  deux  valeurs,  chacune 

d'elles  correspondant  à  l'une  des  deux  bissectrices,  de  sorte  que  si 
l'on  pose 

Q  =  [(««,  +  i)  cosç;  +  (n  4-  »,)J^  4-  (  i  —  nn^f  sin-ç, 
T  =  2  cosy  +  («+  n,); 

on  aura  la  double  valeur  suivante  de  ce  coefficient  différentiel  • 

07  ~  T  ~    T  ■ 

La  composition  des  fonctions  P,  Q,  T  prouve  que  les  deux  bissec- 
trices des  deux  courbes  [u)  et  (m,)  sont  réelles,  non  seulement  lorsque 
les  courbes  [u)  et  (m,)  sont  réelles,  mais  encore  lorsqu'elles  sont  ima- 
ginaires, pourvu  qu'elles  soient  conjuguées  entre  elles,  ce  qui  arrivera 
toujours  lorsque  ces  deux  courbes  seront  données  par  une  équation 
du  second  degré,  ayant  les  coefficients  réels;  on  a  donc  cette  propo- 
sition. 

ÏHÉORÈ.ME.  —  Etant  donnés  deux  faisceaux  de  courbes  réelles,  ou  ima- 
ginaires conjuguées,  les  bissectrices  curvilignes  du  réseau  formé  par  ces 
deux  faisceaux  sont  toujours  réelles. 

li.  Ort/iogonalité  des  bissectrices.  —  Cette  orthogonalité  résulte  de  ce 
fait  géométrique  que  les  bissectrices  de  deux  angles  supplémentaires  se 
coupent  sous  angle  droit;  mais,  dans  le  cas  actuel,  elle  doit  ressortir 
de  notre  analyse,  parce  que  les  courbes  peuvent  être  imaginaires. 

Soient  B  et  B,  les  deux  bissectrices,  intérieure  et  extérieure,  des 
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angles  des  deux  courbes  C  et  C,  des  faisceaux  («)  et  («ij;  soient  y  et  /, 
les  angles  que  la  première  et  la  seconde  bissectrice  forment  avec 
l'arc  coordonné  c?7  :  la  condition  d'orthogonalité  est  exprimée  par  la 
condition 

1  -h  tang'/tang'/,  =  o; 

or,  si  Ion  représente  par  m.  m,  les  rapports  4^'  des  deux  courbes  B  et 
P),,  on  a  les  relations 

m  sin-i                                      m,  sino 
lang7=  ' — )     tangv,  —  ' — • 

~  '  I  -h  /?(  COS  -i  ^    ' 


I  H-  7«,  COStO 


d'après  cela,  la  condition  précédente  deviendra 

(lo,)  i  +  '  m  + /w.^cosç; -+- /72OT|  =  o. 

Or,  d'après  l'écpiation  (  B,  ,  on  a 

2(t  —  fi»,)                               2'nn,  COS':. -h  (n -h  n.) 
m  -h  m,  ^^ ;^ '     mm ,  = s= , 

de  sorte  que,  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (10,),  on  trouve 
la  condition 

(11)  T  =  2  COS  ç;  +  (  «  H-  n,  ) , 

laquelle  est  une  identité  par  suite  de  la  troisième  des  équations  (10). 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  bissectrices  B  et  B,  sont  orthogonales 
entre  elles. 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  bissectrices  intérieures  et  exté- 
rieures des  angles  du  réseau  [u,  m,),  on  a  un  second  réseau  jouissant 
de  cette  propriété  que  tous  les  angles  de  ce  réseau  sont  droits,  et  l'élé- 
ment du  réseau  est  mi  quadrilatère  curviligne  dont  les  angles  sont 
droits. 

G.   Généralité  des  équations  de  la  double  bissectrice.    —    Les  équa- 

Juurn.  de  Math,  (3'  série),  tome  IX.  —  rK\RiEB  i88j.  'j 
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lions  (B),  se  rapportant  à  un  système  quelconque  de  coordoiniées  cur- 
vilii^nes,  renferment,  par  cela  même,  les  équations  des  bissectrices  dans 
chaque  svstème  particulier  de  coordonnées  et  le  passage  des  unes  aux 
autres  se  foit  avec  la  plus  grande  facilité,  à  cause  de  la  forme  significa- 
tive que  nous  avons  donnée  aux  équations  (B)  et  (B,).  C'est  ce  que 
nous  allons  montrer  par  l'application  suivante. 

Équations  des  bissectiices  dans  le  système  cartésien .  —  Dans  ce  système, 
l'équation  de  la  surface,  quand  on  représente  par/»  et  q  les  dérivées  de 
:;  par  rapport  k  x  et  à  v,  s'écrit  sous  la  forme 

dz  =  pdr  -+-  qdy. 

Or  les  courbes  coordonnées  sont  x  —  p,  7  =  Pi'  t'e  sorte  que  le  dépla- 
cement effectué  sur  la  surface  est 

ds-  =  (i  -\-p-)dx-  -h  -ipqdxdy  +  1,1  4-  7')  dy-; 

par  suite,  les  valeurs  des  paramètres  II,  H,,  G,  sont  données  par  Kvs 
relations 

En  faisant  ces  sul)stitutions  dans  l'équation  (15,),  on  trouve  l'écpialion 
siii\ante  : 

1   ' 7.pq  +  ( i  -H  q''){ni  +  m,)] dy- 
(h)  ■        -^i[\  +  p- —  [\  +  q-)'mm^)]dydx 

(        —  ï-ipqmm,  -+-  [i  -^  P']  {m  -+-  rn,)] dx-  —  o, 

qu'on  ne  |)oiirrait  établir  directement  sans  de  longs  calculs. 

7.  Ifilé^ration  des  c(jiialions  delà  double  bissectrice.  —  Il  se  présente 
deux  cas  :  ou  bien  ré(|uation  (  ii;  se  décompose  en  deux  équations  du 
])remier  degré  intégrables,  ou  bien  l'intégration  ne  peut  s'effectuer  sé- 
[tarémenl. 

Dans  le  [)remici' cas,  (  liacune  des  é(piati<>ns  étant  intégrée",  on  a  les 
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«leux  intégrales  suivantes  en  ternies  finis,  c  et  c,  étant  des  constantes 
arbitraires, 

f'p,h)  =  V,      /,((5.p, )  =  ,..,; 

et  les  variations  de  e  et  v,  donnent  le  réseau  complet  des  bissectrices. 

Dans  le  second  cas,  l'intégration  de  l'équation  différentielle  du  se- 
coud  degré  conduira  à  une  intégrale  unique 

F(p,  ?,,«).=  o, 

dans  laquelle  n  est  la  constante?  d'intégration;  mais  cette  constante  v 
entrera  élevée  au  carré,  de  sorte  C[ue  l'on  aura  une  équation  du  second 
degré  en  a  qui  donnera  deux  valeurs  de  a  :  a,  et  «2  correspondant  à 
un  même  point  (p,  p,);  et,  suivant  que  l'on  prendra  l'une  ou  l'autre  de 
ces  valeurs  de  a,  on  aura  une  première  branche  ou  une  seconde  branche 
d'une  même  courbe,  ou  même  deux  courbes  distinctes.  On  aura  donc, 
par  la  variation  du  point  que  l'on  considère  siu'  la  surface,  le  réseau 
complet  des  bissectrices  curvilignes. 

Pour  effectuer  plus  facilement  l'intégration  de  l'écpiation  (B;,  on  pro- 
cédera de  la  manière  suivante.  Ou  bien  les  équations  des  faisceaux  (u: 
et  M,)  sont  données,  ou  peuvent  être  obtenues  sous  forme  finie,  ou 
bien  ces  équations  ont  essentiellement  la  forme  différentielle.  Dans  le 
premier  cas,  on  prendra  le  système  de  coordonnées  curvilignes  prove- 
nant des  variations  de  m  et  de?/,,  et,  si  l'on  représente  par  ^,  5,  les  para- 
mètres différentiels  linéaires  de  ee  système,  les  équations  de  la  bissec- 
trice seront  données  par  la  double  forme  suivante  : 

i^du  ±  lu^^ii^  =  o. 

dans  laquelle  les  variables  seront  bien  souvent  séparées  ;  dans  ce  cas, 
l'intégration  est  ramenée  aux  quadratures.  Dans  le  second  cas,  comme 
les  rapports  v  et  v,  des  deux  courbes  [u)  et  (m,),  donnés  par  les  équa- 
tions de  ces  courbes,  entrent  seuls  dans  l'équation  (B),  on  voit  que  l'in- 
tégration de  cette  équation  n'exige  pas  que  l'on  connaisse,  sous  forme 
finie,  les  courbes  (m)  et  («,);  alors  la  forme  de  l'équation  (B)  ne  peut 
se  simplifier,  et  cette  forme  s'impose  nécessairement;  c'est  pour  cela 
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qu'il  nous  a  été  nécessaire  de  calculer  l'équation  (B)  tl'iuie  manière 
générale.  On  intégrera  cette  équation  sans  rcr ourir  aux  intégrales  des 
équations  différentielles  C  et  C,. 

8.  Applications  des  théories  précédentes.  —  Nous  allons  résoudre 
quelques  questions  au  moyen  de  notre  analyse. 

Problème  1.  —  Etant  donné  le  réseau  Jormé  sur  mie  sp/iére  par  deux 
faisceaux  de  plans  tournant  autour  de  deux  diamètres  orthogonaux^ 
trouver  les  bissectrices  du  réseau. 

Soient  les  équations  de  la  sphère  et  des  deux  faisceaux  de  plans  : 

X- -\- y- -\- z- =^  a- ,     Y^^z,     >r=p,z, 

dans  lesquelles  les  paramètres  variables  sont  ^  et  p, .  Prenons  poin*  s\  s- 
tème  de  coordonnées  (5  et  p,;  il  faut  différentier  les  trois  équations  en 
faisant  aussi  varier  p  et  p,,  et  déduire  de  ces  trois  équations  différen- 
tielles les  valeurs  de  dx,  dy,  dz  en  fonction  de  p,  p,,  dp,  dp,;  on  <  btient 
ainsi,  en  posant 

D  =  i+p'^+p-f, 
les  trois  relations 


dz  = 3  [pdp  +  p,dp,), 

D- 

dx  =  —  ^ipdp  -\-  p,dp,]  +  ^iifi 
dy  = \{pdp  +  p,  dp,]  H ^■ 


Si  l'on  fait  la  sonnnc  des  cai'rés  ot  (ju'on  ajoule,  on  trouve  l'i'xures- 
sion  du  cai-ré  A\\  déplacemenl  effectué  sui'  la  s|)lière 


=  'ê^ 


cr)  +  TÏ^('  +  p'>-'-^-T,7^^p, 
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D'après  cela,  les  équations  des  deux  bissectrices  du  réseau  sont 

Si'i  +  f  v/'  +  pî' 

dont  les  intégrales,  en  représentant  par  v  les  constantes  d'intégration, 
sont 


si  l'on  remplace  p  et  ^|  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  des 
faisceaux  des  plans  et  qu'on  cliasse  les  radicaux,  on  obtient  les  deux 
séries  de  surfaces  coniques, 

.r   +  y'  ±  — —  xy ^-^j-  z-  =  o, 


lesc[uelles  déterminent  sur  la  surfiice  un  réseau  orthogonal  d'une 
double  série  de  coniques  sphériques.  Le  signe  supérieur  se  rapporte  à 
luie  série,  et  le  signe  inférieur  à  l'autre  série. 

La  généralité  de  la  solution  n'est  pas  altérée  cpioique  les  (\çu'!i  con- 
.stantes  soient  représentées  par  une  seule  lettre  v,  parce  que  les  deux 
équations  contenues  dans  chacune  des  deux  formules  précédentes 
doivent  être  considérées  séparément.  Si  ces  deux  équations  devaient 
être  considérées  simidtanément,  on  représenterait  les  constantes  iiai- 
deux  lettres  distinctes. 

î).  Probi.èmi:  II.  —  Bissectrices  du  réseau  des  génératrices  du  parabo- 
lo'ide  hyperbolique. 

Soient  les  équations  du  paraboloïde  hyperbolique  et  des  deux  fais- 
ceaux de  plans  qui  coupent  cette  surface  suivant  des  droites 

z        X-         >•-       X        y  .<•        y  

c         a?-         6-  '      a         b         "  '       a         h         "  " 

/3  et  p,  étant  les  paramètres  varialjles.  En  opérant  comme  précédem- 
ment, on  obtient  les  équations 

dx='^{dp-\-  d[}^),     dy=-^{dp,  —  dp),     dz  =  ^-[p,  do  ■+■  p  dp,]; 
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si  l'on  pose,  pour  abréger. 

a-  -+-  b-  =  m-c-,     a-  —  6-  r=  rï-c-, 

les  paraïuèlres  différentiels  sont 

M-  =  —' rn-  -h  0^],     Ilf  ^  —  ;  m-  +  p-  ,     G"  =  —  !  «-  -f-  ps.  i. 
1)  après  ces  expressions,  les  équations  de  la  double  bissectrice  sont 


dont   les    intégrales,   en    i-eprésentant   par  y  la   constante   arbitraire, 
peuvent  être  mises  sous  la  forme  rationnelle 

si  l'on   passe  aux  coordonnées  cartésiennes,   on  obtient   les  deux 
e(juations 

Les  deuii-axes  de  ces  deux  coniques  étant  représentées  par  A.  U.  A,, 
H,,  on  a  les  relations 


.j  Y — I   in-ci-        .  j  "-ri   ni- b- 

~  Y  -4-  1      4  Y    '  ~   I  —  Y      I Y    ' 

.2  ï  -1-  '   '«*«"        ,} o  Y  ~  '   '""  ''' 

"    '  ~  I  — ï      'lY    '         •  ~  Y-^'      4y 

10.    I'roblè.mi:  m.  —  Trouver  les  bissectrices  du  réseau  forntè  par  h 
double  système  de  génératrices  rectillgnes  de  l'hyperbolnide  à  une  nappe. 
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(Jc  proljlènie  a  été  déjà  résolu  par  nous  diiis  notre  Analyse  (  '  ),  à  la- 
quelle nous  renvoyons  le  lecteur;  mais  cette  question  est  susceptible 
(l'une  généralisation  importante  résultant  de  nos  équations  (B).  Cott<' 
généralisation  consiste  en  ce  que  la  solution  que  nous  avons  trouvée 
s'étend  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre,  bien  que  riiypcrboloïdc 
à  une  nappe  soit  la  seule  des  trois  surfaces  du  second  degré,  douées 
d'un  centre,  qui  possède  des  génératrices  rectilignes.  Les  deux  autres 
surftices  n'ont  pas  de  génératrices  rectilignes  réelles;  mais  dans  lu 
géométrie  des  symboles  imaginaires  elles  possèdent  deux  séries  de 
génératrices  rectilignes  imaginaires;  or,  comme  les  deux  génératrices 
imaginaires  sont  conjuguées  entre  elles,  il  résulte  qu'elles  possèdent, 
d'après  notre  théorème  du  n°  -i,  deux  séries  de  bissectrices  réelles  du 
réseau  de  ces  deux  séries  de  droites  imaginaires.  Donc  l'intégrale  que 
nous  avons  donnée  fournit  également  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  la  double  série  de  génératrices  imaginaires  de  l'ellipsoïde  et  de 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 

§  n. 

11.  Questions  imrr  ses.  —  L'équation  (B,)  des  bissectrices  de  l'angle 
des  deux  courbes  (Cl)  et  (C,)  appartenant  aux  faisceaux  [u)  et  (m,)  met 
en  relief  les  coefficients  différentiels  «,  n,  des  deux  courbes  (G)  et  (C,  j 
et  les  coefficients  différentiels  /n„  etm,  des  deux  bissectrices;  parcon- 
.séquent,  cette  équation  permet  de  traiter  les  questions  inverses  e( 
donne  les  conditions  de  chaque  problème  avec  facilité. 

PROi3i,È.-\rE  IV.  —  Etant  donnée  l'équation  différcnlicllc  du  second 
degré  relative  à  deux  courbes  conjuguées,  trouver  tous  les  couples  de 
courbes,  tracées  sur  la  même  surface,  ayant  les  mêmes  bissectrices  que  les 
courbes  données. 

.Soit  réquation  des  deux  courbes  C  et  G,  donnée  sous  la  forme  <liffé- 
rentielle 

(c)  R|^/(7'f  +  2Lc/!7,f/c7  -f-R^T- =  o, 

C)  AousT,  Analyse  infinitrsimalc  ilcft  cniirtjrs  Iravccs  sur  ii/ie  sur/ace  auel- 
conquc.   p.   I  l5.  Patis,  GaiilliiiM-\  ilhirs.   tS()(). 


dans  laquelle  R,  R,,  L  sont  des  fonctions  de  p  et  de  (S,;  soit  l'éqnalion 
de  deux  autres  courbes  E,  E,  donnée  sous  la  forme 

(e)  (R,+  A,)r/77  +  2(L  +  B)f/7f/7,  +  (R  + A)(/cr-  =  o. 

dans  laquelle  A,  A,,  B  sont  des  fonctions  arbitraires  de  p  et  de  p,;  on 
se  propose  de  déterminer  ces  fonctions  de  telle  sorte  que  les  courbes  E, 
E,  aient  les  mêmes  bissectrices  que  les  courbes  C  et  C,. 

E'équation  des  bissectrices  des  courbes  C  et  C,  est,  d'après  l'équa- 
tion (B|), 

(R,cos9  — L)5c7j  +  (R,  -Rjo7,oV  — (Rcosç)  -L)Ô7-  =  o, 

et  l'équation  des  bissectrices  E  et  E,  est,  d'après  la  même  écpia- 
tion  (B,), 

[(R,  + A,)cosç  -(L+R)](?ff7 

+  (R,  — R  4- A,  -  A)fî(7,(Î7-  [i:R  + A)cosy-(E  +  B)]c?7=  =  o; 

il  suffit  de  poser  les  conditions 

A,cosy  —  B  =  o.      A,  — A=o,     Acosy  — B  =  o, 

pour  que  les  deux  équations  précédentes  soient  identiques.  Ces  condi- 
tions sont  aussi  nécessaires,  parce  que  l'équation  des  courbes  (E)  et 
(E,)  ne  comporte  que  deux  fonctions  arbitraires.  De  ces  conditions 
on  déduit  les  relations 

A  =  A.=  -^; 

cos  o 

de  là  résulte  qu'une  seule  de  ces  fonctions  reste  arl)itraire.  Soit  A  cotlc 
fonction,  l'équation  des  courbes  E,  E,  sera  donc 

(e,)  (R,-t- A)f/(7^-f-2(L  + Acos<p>f/cr,a'cr-H(H  +  A)r/c7=; 

or,  si  l'on  a  égard  à  la  relation  3)  du  n"  1,  cette  équation  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

[e.,)  A  ds-  -4-  R ,  r/cr?  4-  -J 1 .  dn ,  (h  +  |{  (h'  __  o, 
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Comme  la  fonction  A  reste  arbitraire,  elle  peut  prendre  toutes  les 
formes  possibles,  et  à  chaque  forme  correspond,  après  intégration  de 
l'équation,  un  réseau  complet  de  lignes,  telles  que  E  et  E,,  qui  admet- 
tent le  même  réseau  de  bissectrices  que  le  réseau  correspondant  aux 
courbes  C  et  C,;  on  a  donc  celte  proposition  : 

TiiiioRHiMF..  —  Il  existe  une  infinité  de  réseaux  de  courbes  tracées  sur 
une  surface,  lesquels  possèdent  un  seul  et  même  réseau  de  bissectrices  tra- 
cées sur  la  même  surface. 

12.  ConoLLAiREs  DE  LANALYSE  PRÉcÉuENTE.  —  Corollaire  I.  —  Si 
les  courbes  C  et  C,  ne  sont  autres  que  les  courbes  coordonnées  |(5  et  ji,, 
1  équation  (c)  est 

./7f/7,  =  o, 

et  l'équation  (e,)  se  réduit  à 

A  </i7j  +  2  (  I  +  A  COSÇ5  )  da^  di  -\-  A.  ch'-  ; 

de  sorte  que,  si  Ion  représente  pnr  2AM  le  coefficient  de  dri^da,  on  a 
les  deux  valeurs  suivantes  dn  rapport  -~  : 

f^)  =  _  M  +  sJW^,,     f'^)  =  ^==.' 

\f/'/o  V'^'/i        —  M  -H  \/M'  —  I 

Maintenant,  si  l'on  représente  par  zh  W{p,  p,)  la  première  valein-,  i;i 

seconde  valeur  sera  ± ;  les  équations  des  deux  courbes  lelsont. 

en  prenant  simultanément  les  signes  supérieurs  ou    les   signes  infé- 
rieurs. 

(s)  d,,=±^^^d.,     da,  =  ±W{p,p,)dc, 

dans  lesquelles  W(p,  (O,    est  une  fonction  arbitraire  des  coordonnées  p 
et  ,5,. 

Ceci  démontre  que  le  nombre  des  systèmes  de  courbes  [ej,  ayant 
même  bissectrice  que  les  lignes  coordonnées  p  et  p,,  est  infini  et  repré- 
senté  par  l'ensemble  des   équations  précédentes,    dont    le    prodnil. 
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membre  à  membre,  donne  l'équation  invariable  des  deux  bissectrices, 
malgré  la  variation  de  W. 

Corollaire  II.  —  I>a  première  équation  double  (s)  représente  deux 
courbes  qui  coupent  barmoniquement  les  courbes  coordonnées  p  et  p, , 
c'est-à-dire  que  les  quatre  tangentes  au  point  d'intersection  [p,  p,). 
Forment  un  faisceau  barmonique  dont  le  rapport  barnionique  au  point 
d'intersection  des  quatre  courbes  est  une  fonction  des  coordonnées  de 

ce  point  marqué  par  ± et  la  seconde  équation  double  (s)  re- 

I  11  >i  (  p ,  p  I  )  •  ^  ' 

présente  deux  autres  courbes  cjui  coupent  barmoniquement  les  courbes 
coordonnées  p  et  p,,  le  rapport  harmonique  étant  ±  1"(p,  p,)  inverse 
du  précédent;  et  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  résulte  qu'en  ce 
point  les  deux  faisceaux  ont  deux  courbes  communes  p  et  p,  qui  sont 
les  lignes  coordonnées  et  que  leurs  conjuguées  harmoniques  dans  le 
premier  et  second  faisceau,  comparées  chacune  à  chacune,  ont  les 
mêmes  courbes  bissectrices  que  les  lignes  coordonnées  p  et  p,. 

(^ette  propriété  se  vérifie  facilement  pour  des  lignes  droites  tracées 
dans  un  plan. 

§  m. 

DES    LIGNES    DE    COIJUBCUE    CONSIDÉRÉES    COMME    BISSECTRICES 
DE    DIVERS    RÉSEAUX. 

13.  Problème  V.  —  Trouver  V équation  générale  des  lignes  de  cour- 
hure  par  la  condition  qu  elles  soient  bissectrices  du  réseau  formé  par  te 
double  système  des  lignes  asymptotiques  d'une  surface. 

On  définit  la  ligne  asymptotique  d'une  surface  la  courbe  tracée  sur 
cette  surface,  sous  cette  condition  que  la  courbure  de  la  combe  pro- 
jetée sur  la  normale  à  la  surface  donne  une   |)rojection  nulle.  L'ex- 

|)ressioii  de  la  courbure  normale  —  d'inie  courbe  ds  dans  le  système 

des  coordonnées  p  et  p,  lorsqu'on  représente  par  ->  —  les  courbures 

normales  des  lignes  de,  d'y,  et  par  j  la  composante  norinah;  de  la  coui- 

bure  inclinée  de  l'une  de  ces  courbes  par  rapport  à  l'autre,  a  la  fornu- 
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simple  que  nous  avons  établie  dans  notre  Analyse  des  courbes  tracées 
sur  une  surface,  p.  ~o, 

,      ,  ils-  dt-,  ■'.flzdi,  (h- 

Cette  équation,  clans  laquelle  ds,  dn,  d'j ^  sont  proportionnels  aux 
sinus  des  angles  ff,  a,  a,  que  les  lignes  coordonnées  font  entre  elles  et 
que  ds  fait  avec  dn^  et  di  est  celle  d'une  conique  dans  laquelle  le  rayon 
vecteur  issu  du  centre  et  les  demi-axes  seraient  proportionnels  à  \A, 
\'y,  \/y,.  Elle  montre  que,  les  deux  axes  étant  bissecteiu's  de  l'angle 
que  deux  ravons  vecteurs  égaux  font  entre  eux,  les  plans  des  deux  sec- 
tions normales  à  la  surface,  correspondant  aux  rayons  de  courbure 
maximum  et  minimum,  bissectent  l'angle  des  plans  de  deux  sections 
normales  correspondant  à  des  rayons  de  courbure  égaux,  et  j)ar  con- 
séquent l'angle  de  deux  sections  normales  ayant  leurs  courbures 
nulles.  Or  les  sections  normales  à  courbure  maxima  et  mininia  ont  la 
même  direction,  au  point  que  l'on  considère,  que  les  deux  lignes  de 
courbure  passant  en  ce  point;  et  les  sections  normales  dont  les  cour- 
bures sont  nulles  ont  même  direction  en  ce  point  que  les  ligues  asvni- 
ptotiques.  H  résulte  de  là  que  les  lignes  de  courbure  sont  bissectrices 
des  lignes  asymptotiques  et  aussi  des  lignes  qui  ont  des  courbures  nor- 
males égales. 

Ces  principes  étant  posés,  l'équation  des  lignes  asymptotiques  s'ob- 
tient en  faisant  dans  l'équation  (a)  -^  nul;  on  obtient  ainsi 

,     ,  d^s;         "îdndi,         di- 

[a]  — ^  H ^  H =  o; 

cette  équation  donne 

«-(-«,  =  —  -^ ,     nn,^  —, 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (15,),  on  trouve 
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qui  est  l'équalion  des  lignes  de  courhure  dans  un  système  quelconque 
de  coordonnées,  comme  nous  l'avons  déjà  établi  dans  notre  Analyse, 
p.  I  ")5,  par  une  démonstration  directe. 

Dans  le  système  cartésien,  l'équation  des  lignes  asymptotiques  est 

en  portant  les  valeurs  de  la  somme  et  du  produit  des  racines  de  cette 
équation  dans  l'équation  ft  )  du  n"  6,  et  en  représentant  par  r,  s,  t  les 
dérivées  secondes  de  s  par  ra[)port  à  x,  x  par  rapport  à  x,  y  par  rap- 
port à  y,  y,  on  trouve  l'équation  suivante  : 

[■ipql  —  {\  -\-  q-)s]  ùy- 

+  [('  +  P'  i  —  (i  -t-y''/']  5/'î''"  —    pqr  —  (i  -^ P']^]  ^■^^  =  O' 

qui  est  l'équation  des  lignes  de  courbure  propre  au  système  carté- 
sien. 

14.  Conséquences.  —  Toutes  les  propriétés  connues  et  les  propriétés 
nouvelles  des  lignes  de  courbure  se  présentent  maintenant  comme  con- 
séquences de  notre  théorie  des  lignes  bissectrices  d'un  réseau  de  lignes 
tracées  sur  tnie  surface.  Voici  l'énumératiou  des  principales  de  ces 
propriétés  : 

i"  Les  racines  de  l'équation  des  ligues  de  courbure  sont  réelles 
in"  4). 

2°  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  forment  lui  réseau  ortho- 
gonal (n"  5). 

3"  Les  lignes  de  courbure  dune  surface  sont  bissectrices  de  l'angle 
des  lignes  asymptotiques  imaginaires.  Cela  résulte  du  théorème  énoncé 
à  la  fin  du  n"  4  et  de  la  forme  de  l'équation  des  lignes  asymptotiques 
li\°  15),  lesquelles  en  chaque  point  sont  conjuguées  entre  elles. 

/("  L'équation  (B)  deslignes  decourbure  de  l'Iuperboloïdeà  uuenappe 
fn"  10)  représente  aussi  les  lignes  de  courbuie  des  di'ux  autres  surfaces 
du  second  degré,  douées  de  centres;  et  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure du   paraboloide   hyperbolique,  obtenue  par  le   même   procédé 
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fn"9  ,  représente  aussi  les  lignes  de  courbure  tlu  paraboloide  cllii)- 
tujue. 

")"  ]^es  lignes  de  combure  sont  aussi  bissectrices  des  réseaux,  <ri 
noudire  infini,  donnés  par  les  lignes  qui  ont  même  courbure  normale, 
constante  ou  variable  avec  les  coordonnées  du  point;  ces  réseaux  sont 
composés  de  lignes  réelles  ou  imaginaires;  mais  une  cati'gorie  d'entre 
eux  sera  toujours  réelle  par  suite  de  la  valeur  (|ue  l'on  donnera  à  la 
courbure  normale  :  cela  réstdte  de  l'identité  de  forme  de  l'équation  (e.^ 
dun°  11  et  de  l'équation  [il)  du  n"  15,  ainsi  que  de  la  discussion  des 
racines  de  ces  équations. 

()"  Il  est  toujours  permis,  quand  on  r.  pudie  de  la  Géométrie  les 
symboles  imaginaires,  de  considérer  les  lignes  de  combure  d'une  sur- 
face comme  bissectrices  d'un  réseau  réel  de  courbes  tracées  sin-  la  sin- 
face.  Cela  résulte  de  la  proposition  ">"  du  présent  IMémoire. 

La  doctrine  que  nous  venons  de  développer  dans  ce  numéro  et  dans 
ceux  qui  précédent  sera  corroborée  par  la  solution  de  la  question  sui- 
vante. 

1">.  Problème  VI.  —  Bissectrices  du  réseau  formé  sur  la  surface  de 
r  ellipsoïde  par  deux  séries  de  plans  parallèles,  perpendiculaires  au  nirnic 
plan  principal  et  coupant  cliacun  des  axes  situés  dans  ce  plan  sous  deux 
angles  supplémentaires . 

Soient  les  équations  de  l'ellipsoïde  et  des  deux  faisceaux  de  plans 

dans  lesquelles  ,<;  et  p,  sont  les  paramètres  variables. 
Si  l'on  fait  usage  de  l'équation  [h],  on  aura 

V  -I-  V,  ^  O,       VV|  =  —  X-, 

de  sorte  que,  en  ayant  égard  à  ces  relations  et  aux  valeurs  de  -y^,  -^- 
tirées  de  l'équation  de  l'ellipsoïde,   l'équation  des  deux  bissectrices 


sera 


-h-   (l.r-  I  a-  a-  b-  h-         ^  '\(Li-  a- h- 

Si  l'on  pose,  pour  abrég  r, 

f-  —  (  I  +  À-  )  a-  I         ),V-  ~  (  n-  X^  )  //'  1 

elle  deviendra 

Cette  équation  ne  nous  parait  pas  intégrable  d'une  manière  géné- 
rale, quoique  nous  sachions  déterminer  une  solution  particulière  ;  mais, 
si  l'on  suppose  ([ue  les  deux  faisceaux  de  plans  sont  ceux  des  sections 
circulaires  de  l'ellipsoïde  et  que  l'on  suppose  que  c  est  le  demi-axe 
moyen,  ce  qui  fournit  la  relation 


.  ^  b-  a- 


>ii  a  les  conditions 

,  ,         c'  rt^  —  b' 


c-'—  b'-       A'         rt'  c^  —  b'-        B-  a'  h'  ' 

de  sorte  que  l'équation  précédente  devient 


i^  Z?  -  b  +  B^  +(■ +^-)J^.  +  A^  ^  °' 


la(|uelle  est  intégrable.  En  effet,  cette  équation  est  celle  de  i\Ioii^c  re- 
|)résentant  la  projection  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  sur  !(> 
plan  des  x,y,  lequel,  dans  notre  liy[)Othèse,  est  le  plan  de  la  section 
principale  moyenne. 

Cette  équation  s'intégre  d'après  la  méthode  duc  àMonge  lui-niènic, 
lacpielle  il  est  inutile  de  développer,  parce  (pi'elle  est  classicpie. 
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Nous  n'avons  donc  (|irà  signaler  les  propositions  qui  résultent  de 
celte  analyse. 

TiiÉOKiiMi:  I.  —  Les  bissectrices  du  reseau  formé  par  les  sections  circu- 
laires sur  une  sur/ace  du  second  degré  douée  de  centre  sont  les  lignes  de 
courbure  de  cette  surface. 

Les  plans  des  sections  circulaires  de  Fellipsoïde  sont  perpendicu- 
laires au  plan  de  la  section  principale  moyenne;  perpendiculairemeni 
au  plan  delà  section  maximum,  il  existe  une  double  série  de  sections 
circulaires  imaginaires;  mais,  comme  ces  sections  sont  conjuguées  entn 
elles,  il  en  résulte  que  les  bissectrices  de  ce  réseau  de  courbes  imagi- 
naires sont  réelles  et  ne  sont  pas  distinctes  des  lignes  de  courbure  de 
Tellipsoïde. 

De  même,  perpendiculairement  au  plan  de  la  section  minimum  de 
l'ellipsoïde,  il  existe  une  double  série  de  sections  circulaires  imagi- 
naires conjuguées,  et  les  bissectrices  de  ce  troisième  réseau  sont  encore 
les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde;  et,  comme  les  mêmes  propriétés 
existent  pour  les  deux  autres  surfaces  du  second  degré,  douées  «ic 
centre,  on  a  aussi  la  proposition  suivante  : 

TnÉORÈMEll.  —  Perpendiculairement  à  l'un  des  trois  axes  principaux 
d'une  sur/ace  de  second  degré  douée  de  centre,  il  existe  une  double  série 
de  sections  circulaires,  réelles  ou  imaginaires  conjuguées;  les  bissectrices 
du  réseau  formé  par  une  quelconque  de  ces  trois  doubles  séries  sont  les 
lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

Pour  se  rendre  compte  de  l'existence  de  ces  trois  doubles  séries  de 
sections  circulaires,  il  suffit  de  considérer  une  sphère  doublement  tan- 
gente à  la  surface  du  second  degré  que  l'on  considère,  par  exemple 
à  l'ellipsoïde.  Si  la  sphère  doublement  tangente  a  son  centre  situé  sur 
le  plan  de  la  section  principale  moyenne,  cette  s|)hère  coupe  la  sur- 
face suivant  deux  sections  circulaires  réelles,  si  le  double  contact  de 
la  sphère  et  de  l'ellipsoïde  est  réel.  Si  la  sphère,  doublement  tangente 
à  l'ellipsoïde,  a  son  centre  situé  sur  l'un  des  deux  autres  plans  princi- 
paux de  l'ellipsoïde,  elle  coupe  la  surface  suivant  deux  sections  circu- 
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laires  imaginaires  conjuguées,  lors  même  que  le  double  conlact  de  la 
sphère  et  de  Fellipsoïde  est  réel  (  '  ). 

Il  existe  deux  théorèmes  semblables  aux  précédents  pour  les  sur- 
faces du  second  degré  dépourvues  de  centre. 

rni:oRi:ME  m.  —  Les  bissecliices  du  réseau  formé  parles  sections  iir- 
culaires  des  surfaces  du  quatrième  degré  qui  sont  les  transformées,  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  des  surfaces  du  second  degré,  forment  le  ré- 
seau des  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  du  quatrième  degr'é. 

16.  Remarques.  —  La  question  que  nous  venons  de  traiter  justifie  la 
forme  de  l'équation  (e,  du  n"  11,  ainsi  que  le  corollaire  Y  du  n"  14; 
elle  montre,  de  plus,  la  fécondité  de  la  méthode  des  bissectrices  pour 
la  détermination  des  lignes  de  courbure  d'une  .surface. 

En  effet,  les  sections  circulaires  ellipsoïdales  n'appartiennent  nia  la 
catégorie  des  lignes  asymptotiques,  ni  à  la  catégorie  des  courbes  dont 
If  ravon  de  courbure  normale  est  constant,  mais  bien  à  la  classe  des 
lignes  dont  le  rayon  de  courlnire  normale  est  une  fonction  déterminée 
des  coordonnées  du  point.  Poiu-  les  lignes  circulaires  ellipsoïdales,  ce 
rayon  est  proportionnel  à  l'aire  de  la  section  faite  par  un  plan  diamé- 
tral |)arallélement  au  plan  tangent(-),  de  sorte  que  l'on  a 


R  =  Z.^  i /:^  +  ^  +  V 

y    a'  h-         C 


Donc,  en  chaque  point  d'intersection  de  deux  sections  circulaires  ap- 
partenant à  deux  séries  différentes,  les  bis.sectrices  des  angles,  intéricin- 
et  extérieur,  des  deux  tangentes  coïncident  avec  les  tangentes  aux 
lignes  de  courbnre  en  ce  j)oint. 

Il  suffira  donc  généralement,  pour  connaître  les  lignes  de  lourbure 
d'une  surface,  de  connaître  les  deux  séries  de  courbes  dont  le  rayon 
de  courbure  normale  est  la  même  fonction  des  coordonnées  du  point. 

(')  Voir  nos  ftcrlii'ic/ies  xi/r  tes  surfaces  du  second  nnlrr.  1"'  l'aitic,  p.  '.\->.  t>l 
Miivanles. 

(')   llnd..  II'  l'iMilc,  p.  54. 
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Commentaire   a   la  théorie  mathématique  du  jeu  de  billard; 


Par  m.  h.  RESAL 


§  I.  —  Généralités. 

1.  Coriolis  doit  être  considéré  comme  étant  le  créateur  de  cette 
théorie,  quoiqu'il  ait  été  précédé,  dans  la  solution  d'un  problème  spé- 
cial dont  nous  nous  occuperons  plus  loin,  par  Jean-Albert  Euler  ('  ). 

Le  remarquable  Ouvrage  de  Coriolis  sur  ce  sujet  a  paru  en  i83j, 
mais  il  a  fait  peu  de  sensation,  peut-être  même  à  cause  de  son  titre; 
car  les  analystes  ne  sont  généralement  pas  des  joueurs  de  billard  et 
inversement.  Mais  il  y  a  dans  cet  Ouvrage  des  aperçus  nouveaux  et  des 
méthodes  de  calculs  et  d'intégrations  spéciales  qui  peuvent  recevoir 
leur  application  dans  bien  des  circonstances. 

Si  nous  nous  permettons  de  commenter  l'Ouvrage  dont  il  s'agit,  ce 
n'est  pas  seulement  en  vue  d'apporter  des  simplifications  dans  les 
démonstrations,  mais  c'est  surtout  parce  que  nousdifférons  avecCoriolis 
sur  la  manière  d'évaluer  la  force  vive  perdue  dans  le  choc  de  deux 
corps  imparfaitement  élastiques.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  calcul  de 
l'effet  d'un  coup  de  queue  horizontal,  Coriolis  exprime  que,  après  le 
choc,  la  force  vive  totale  est  une  fraction  de  la  force  vive  initiale  de 
la  queue,  fraction  qu'il  a  déterminée  expérimentalement,  et  il  ne  tient 

(')  Fils  aîné  (1734-1800)  du  célèbre  géomètre  Léonard  Euler. 
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pas  ainsi  compte  ilii  terme  auquel  dorme  lieu  l'action  mutuelle  t;uigen- 
tielle  développée  au  contact  de  la  queue  et  de  la  bille. 

I/équation  des  forces  vives,  telle  que  nous  l'établissons,  conduit  à 
tles  résultats  beaucoup  plus  simples,  et  qui  sont  même  d'une  simplicité 
à  laquelle  nous  étions  loin  de  nous  attendre. 

2.  Rappel  des  principes  de  la  théorie  du  choc  des  corps.  —  Lorsqui> 
deux  corps  solides  en  mouvement,  l'im  par  rapport  à  l'autre,  a  iennent 
à  se  renconfrer,  il  se  produit  ce  que  l'on  appelle  un  choc  ou  une  per- 
cussion. Quoique  la  durée  d'un  choc  soit  très  coiu-te  et  presque  inappré- 
ciable, elle  se  divise  cependant  en  deux  parties  bien  distinctes.  Dans  la 
première,  les  corps  se  compriment  ou  se  refoulent  jusqu'au  moment  où 
leur  déformation  et,  par  suite,  leur  action  mutuelle  normale  au  contact 
atteignent  leiu' maximum.  Dans  la  seconde  partie,  qui  suit  cet  instant, 
les  corps  reviennent  graduellement  à  une  forme  plus  ou  moins  diffé- 
rente de  leur  forme  primitive  et  tendent  finalement  à  se  séparer  en 
vertu  de  l'énergie  plus  ou  moins  grande  de  leur  force  de  ressort. 

Pendant  le  choc,  les  molécules  des  corps  ne  peuvent  éprouver  que 
(les  déplacements  du  même  ordre  de  grandeur  que  sa  durée,  déplace- 
ments que  l'on  peut,  par  suite,  négliger  sans  erreur  sensible.  Mais,  à  la 
fin  duchoc,  leurs  vitesses  peuvent  être  très  différentes,  soit  en  grandeur, 
soit  en  direction,  de  ce  qu'elles  étaient  au  commencement  ;  d'où  il  suit 
que  les  actions  moléculaires  développées  dans  les  corps,  pendant  le 
choc,  ont  une  intensité  comparablement  plus  considérable  que  celle 
des  forces  qui  produisent  les  phénomènes  ordinaires  continus,  tels 
que  la  pesanteur.  On  peut  donc  faire  abstraction  de  ces  dernières 
forces  pendant  la  durée  du  choc. 

A  l'instant  delà  plus  grande  compression,  les  composantes  normales 
des  vitesses  des  molécules  au  contact  des  deux  corps  sont  égales,  et  ces 
corps  se  comportent  par  suite,  dans  cet  instant,  l'un  par  rapport  à 
l'autre,  comme  deux  solides  invariables  qui  peuvent  d'ailleurs  glisser 
l'un  sur  l'autre. 

S'ily  a  glissement  pendant  le  choc,  il  se  développera  au  contact  une 
action  tangentielle  (pu,  généralement,  atteindra  le  frottement  de  glisse- 
ment et  dont  <)\\  <le\ra  tenir  compte. 

('.(innne,  même  en  faisant  abstraction  des  résistances  passives  déve- 


THÉORIE    MATHÉMATIQUE    DU    JEU    DE    BILLARD.  67 

loppées  au  contact,  il  y  a  une  consommation  de  travail  pour  prodii in" 
la  déformation  finale,  la  force  vive  totale  des  corps  à  la  fin  du  choc 
sera  nécessairement  inférieure  à  ce  qu'elle  était  au  commencement,  et 
nous  devrons  par  suite  commencer  par  déterminer  la  valeur  de  la  dit- 
férence. 

5 .  Évaluation  de  la  perle  de  foi  ce  vive  éprouvée  par  deux  corps  ch  o- 
quants  à  la  fin  du  choc.  —  Soient  (/?o.  i  ),  pour  une  molécule  de  masse 
m  de  l'un  ou  l'autre  des  deux  corps, 

Oio,  Ov, ,  Ou  les  droites,  menées  par  un  point  O,  qui  représentent  res- 
pectivement les  vitesses  v^  avant  le  choc,  v^  après  le  choc,  et  u  à 
l'instant  de  la  plus  grande  compression; 

U  =  ('(,f,  =  t'o  —  (',  la  vitesse  perdue  à  la  fin  du  choc  ; 

ç)„  =  (;„ji  =  t'o  —  u  la  vitesse  perdue  dans  la  première  partie  du  choc  ; 

Fig.    ,. 


S),  =  (',  M  =  t;,  —  «  la  vitesse  regagnée  dans  la  seconde  partie  ; 
I„,  I,  les  projections  des  points  v^  et  v^  sur  la  direction  de  Oh. 

On  a 

VI  =  u-  +  9^  +  2M.  mIo,     v\  =  «*+  9'  -+-  2U.  «I,  ; 

d'où,  en  remarquant  que  loi,  =  Ucos(U,  u), 

mvl  =mv;  =^  m{(pl  —  9')-+-  2toU  cos(U,u)m. 

Si  l'on  fait  la  somme  des  équations  semblables  à  cette  dernière,  établies 
l)our  toutes  les  masses  m,  on  a 

(1)  ^mvl  —  lmv';  =  Im{(pl  -?')+  22/nUcos(U,u)  «. 
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L'expression 

2mUcos(U,M)  udt 

représente  le  travail  élémentaire  des  quantités  de  mouvement  perdues 
à  la  fin  du  choc,  estimé  dans  le  mouvement  des  deux  corps  à  l'instant 
de  la  plus  grande  compression.  Or  à  cet  instant,  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer  plus  haut,  les  corps  se  meuvent  comme  deux  solides 
invariables  qui  peuvent  d'ailleurs  glisser  ou  rouler  l'un  sur  l'autre; 
d'où  il  suit  que  le  travail  ci-dessus  est  égal  au  travail  élémentaire,  éva- 
lué de  la  même  manière,  mais  changé  de  signe,  de  l'impulsion  due  à 
l'action  moléculaire  mutuelle  tangenlielle  développée  au  contact.  Si 
donc  on  désigne  par  J  cette  impulsion  et  parti-  la  projection  de  la  vi- 
tesse de  glissement,  sur  sa  direction,  on  a 

2mU  cos(U,  u)dt  =^  —  iwdt, 

et  la  formule  (  i  )  devient 

(2)  ^^'^i  —  ^rnv'^  ^=  lm{'pl  —  9^)—  ^hx. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  intervenir  que  les  hypothèses  qui  sont 
admises  depuis  longtemps  par  tous  les  auteurs.  Nous  allons  maintenant 
supposer,  ce  qui  parait  plausible,  que  ç),  est  directement  opposé  à  <po  ; 
de  sorte  que,  en  posant 


nous  aurons 


U  =  2)  -H  QP„  =  ■?„   I  -f- «   ,      ?„  =  ■>      C,  =  , 

,    -     _    fr-      —      '    ~    '*    \l    _  f^2 

'    "  '''  1    +    /(  ~~ 


I, équation  [o.\  dcNicnt  .dors 
(3)  -'n^'l  —  -'«*'  =  icml  -       ■jAkv. 
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Si  les  corps  choquants  étaient  complètement  dénués  d'élasticité,  la 
seconde  partie  du  choc  ne  se  produirait  pas,  et  l'on  aurait 

o,  =  o,     d'oii     n  ^  o,     £  ^  I  ; 
par  suite 

(4)  Im^l—  Irru'- =  ImV'—  -iJw, 

équation  qui,  traduite  en  langage  ordinaire  et  abstraction  faite  du  terme 
en  J,  constitue  le  théorème  de  Carnot. 

Si  les  deux  corps  étaient  parfaitement  élastiques,  lesvitessesdes  molé- 
cules à  la 'fin  du  choc  seraient  égales  et  de  sens  contraire  à  ce  cpi'elles 
étaient  au  commencement,  et  l'on  aurait 

«  =  I,     £  ^  o. 

Mais,  comme  il  n'existe  pas  dans  la  nature  des  corps  parfaitement 
élastiques,  ni  complètementdénués  d'élasticité,  on  ne  devra  avoir  égard 
qu'à  l'équation  (3)  considérée  dans  toute  sa  généralité,  et  dans  laquelle  s 
représentera  une  fraction  qui  pourra  varier  d'une  molécule  à  une  autre. 

Soient  M  la  masse  du  corps  choquant  et  M'  celle  du  corps  choqué: 
nous  conviendrons,  en  ce  qui  concerne  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (3),  de  réserver  les  lettres  m,  U,  î  pour  représenter  exclusivement 
la  masse  d'une  molécule  de  M,  sa  vitesse  perdue  et  le  coefficient  de  la 
force  vive  due  à  cette  vitesse.  Nous  accentuerons  ces  lettres  pour  une 
molécule  de  M'. 

L'équation  précitée  prend  alors  la  forme  suivante: 

(5)  ^'"^0  ~  -'w^'"  =  Sem\]'  -+-  S'e'mU'-  —  aJir, 

les  svmboles  S,  S'  avant  la  signification  de  somme  étendue  aux  molé- 
cules de  l'un  et  l'autre  corps. 

Supposons  maintenant  que  les  coefficients  s  et  s'  soient  respeeti\('iiient 
constants  pour  les  molécules  m,  m' ,  quoique  pouvant  différer  l'un  de 
l'autre,  il  viendra 

(G)  ^"ît'n —  2£/ne- =  =SwL- -f- 6'S'm' IJ'- —  2,1(»-. 
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D'après  notre  mode  de  démonstration,  il  est  évident  que,  si  plusieurs 
corps  viennent  simultanément  à  se  choquer,  on  devra  introduire  dans  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  autant  de  termes  en  t,  s' qu'il 
y  a  de  corps  et  autant  de  termes  semblables  à  2J(V  qu'il  y  a  de  chocs. 

Mais  bornons-nous  à  considérer  l'équation  (6)  dans  toute  sa  simpli- 
cité. Il  paraîtrait  résulter  de  notre  dernière  hypothèse  que  les  constantes 
z,  c'  devraient  être  spécifiques  pour  l'un  et  l'autre  corps,  et  que  leurs 
valeurs  pourraient  se  déterminer,  luie  fois  poiu'  toutes,  dans  des  cas 
simples,  facilement  accessibles  à  l'expérimentation.  Mais  il  ne  peut  pas 
en  être  ainsi;  car  l'équation  (G),  jointe  aux  équations  ordinaires  de  la 
Mécanique,  afférentes  à  chaque  problème,  pourrait  conduireà.des  résul- 
tats en  désaccord  avec  les  faits  observés,  comme  cela  arrive  d'ailleurs 
pour  les  formules  moins  générales  que  (6),  qui  ont  été  proposées 
jusqu'ici.  La  raison  en  est  que  nous  avons  fait  abstraction  des  vibra- 
tions des  molécules  des  deux  corps,  produites  par  le  choc,  dont  la  force 
vive,  qui  se  transforme  plus  ou  moins  en  chaleur,  vient  s'ajouter  à  la 
force  vive  perdue  telle  que  nous  l'avons  estimée.  La  force  vive  vibra- 
toire pour  chacu  n  des  corps  ne  dépend  pas  seulement  de  la  nature  de  ce 
corps,  mais  encore  de  la  forme,  des  dimensions  et  des  positions  rela- 
tives des  deux  corps.  On  peut  comprendre  em|)iriquement  et  respec- 
tivement les  deux  forces  vives  de  cette  nature  qui  se  rapportent  à  M, 
M'  dans  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  de  l'équation  (  6), 
à  la  condition  de  considérer  les  coefficients  s,  s'  comme  dépendant  l'un 
de  la  nature  de  M,  l'autre  de  celle  de  M',  et  tous  deux  des  formes,  des 
dimensions  et  des  positions  relatives  des  deux  corps. 

4.  Les  billes  employées  dans  le  jeu  de  billard  étant  à  peu  [)rés  iden- 
tiques, les  coefficients  £,  e'  peuvent  être  considérés  comme  ayant  la 
même  valeur,  et  l'on  sait  que  cette  valeur  est  très  petite,  quoiqu'elle 
n'ait  pas  été  déterminée. 

Dans  le  choc  oblique  d' une  bille  contre  un  plan  fixe  ou  contre  une 
bande,  l'expérience  indique  que  le  rapport  des  composantes  normales  de 
la  vitesse  de  la  bille  après  et  avant  le  choc  est  à  très  peu  près  indèpendartt 
de  l'obliquité  et  a,  par  suite,  la  même  valeur  que  dans  le  choc  nornial  ; 
et,  en  admettant  ce  principe,  on  n'a  pas,  d;uis  ce  cas,  à  |)ren(lre  en 
considération  l'équation  (6). 
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Nous  en  resterons  à  ces  généralités,  qui  seront  rendues  plus  claires, 
par  l'étude  du  cas  particulier  suivant  et  les  résultats  des  expériences 
qui  s'y  rapportent. 

o.  Du  choc  direct  de  deux  corps.  —  Supposons  que  les  deux  ma.sses 
M,  M'  soient  animées  chacune  d'un  mouvement  de  translation  paral- 
lèle à  une  direction  déterminée  et  qu'elles  viennent  à  se  rencontrer  de 
manière  que  la  normale  au  contact  passe  par  les  centres  de  gravité  C,  C' 
des  deux  corps  et  soit  parallèle  à  la  direction  ci-dessus;  comme  il  ne  déve- 
loppe aucune  action  mutuelle  tangentielle  au  contact,  les  corps  cho- 
quants seront  encore  animés  à  la  fin  du  choc  de  mouvements  de  trans- 
lation parallèles  à  CC. 

Soient  V„,  V,  les  vitesses  de  la  masse  choquante  M,  avant  et  après  If- 
choc;  V„,  V'i  les  vitesses  semhlables  de  l'autre  masse. 

Nous  avons,  d'après  le  principe  de  la  conservation  des  quantités  de 
mouvement, 

IMV,  -f-  M'V,  =  MV„-F  M'V;, 
ou 

{a)  M'(V;,-V;)  =  M(V.-V„). 

D'autre  part,  l'équation  (G)  se  réduit  à  la  suivante  : 

M(V;  -  V;)  +  M'(V;  -  v;-)  =  £M(Vo  -  A^)=  +  a'M'f  V,',  -  \\Y 
ou 

M(v„  -  v,)(v„  -^  V,)  +  M'(v„  -  v;)(v;,  +  vj 

=  £M(V„  -  V,)^'  +  £'xM'(V;  -  v;)^ 

tn  remplaçant,  dans  cette  dernière  équation,  le  facteur  M"^  „  —  Vj 
par  sa  valeur  [a]  et  supprimant  un  facteur  commun  aux  deux  membres, 
on  tronve 

[b)        V,  +  V,  -  (v'„  +  v.)  =  <v„  -  v.)  -  £'(  v;,  -  y,), 

et,  en  éliminant  sucessivement  V,  et  V,  entre  [a)  et  {b),  on  obtient 


V,  =  V„ 


^M'(V„-V,) 


1  "'       ^0-^  M'(i-hO-(-M(h-'') 


[«) 


si  le  corps  choqué  est  en  repos  avant  le  choc,  on  a  simplement 

j  V,=Ao[i  -  M'(.  +  .)  +  M(,  +  e')J' 


Y  2\no 


!\r(n- 0  +  ^1(1-+-^') 


Supposons  :  i"  que  l'on  suspende  par  des  fils  les  deux  corps  à  deux 
points  fixes  de  niveau,  de  manière  que  la  ligne  des  centres  de  gravité 
soit  horizontale,  passe  par  le  contact  et  qu'elle  soit  normale;  2"  que 
l'on  installe,  à  côté  des  biiles  et  parallèlement  à  cette  ligne,  deux  arcs 
circidaires  verticaux  métalliques  gradués.  En  écartant  la  masse  jNI  de 
sa  position  jusqu'à  une  certaine  hauteur,  puis  l'abandonnant  à  elle- 
même,  sa  vitesse  au  moment  où  elle  viendra  toucher  M'  sera  due  à 
celte  hauteur;  à  l'aide  des  arcs  gradués,  on  déterminera  les  hauteiu's 
auxquelles  se  sont  élevés  les  centres  de  gravité  des  deux  corps  à  la  suite 
du  choc,  et  on  calculera,  par  suite,  les  vitesses  que  les  corps  possé- 
daient à  la  fin  du  choc.  Si,  en  portant  les  valeurs  de  \^,  Y,,  Y\,  ainsi 
obtenues,  dans  les  formules  (8),  on  obtient  deux  équations  distinctes 
en  £,  s',  on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  ces  inconnues. 

Dans  le  cas  d'une  queue  et  d'une  bille  dont  le  poids  était  le  tiers 
de  celui  de  la  queue,  et  pour  des  vitesses  Vq  égales  ou  inférieures  à 
2™,  80,  Coriolis,  en  opérant,  comme  on  vient  de  l'indiquer,  a  trouvé 

V  —  -^  V        V'  —  -  \'  • 

en  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (8),  on  obtient  un  résultat 
unique,  savoir 

i-^e  +  3(i  +  £',)  =  ^, 

ce  qui  est  insuffisant  pour  déterminer  s  et  s'.  Si  l'on  considère  qu'une 
bille,  à  la  suite  d'un  grand  nombre  de  chocs,  ne  change  pas  sensible- 
ment de  forme,  on  peut,  sans  grande  erreur,  supposer  î  =  o,  et  alors 
on  trouve 

4 

i5  ' 
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chiffre  que  nous  admettrons  également  et  par   extension,    pour   lui 
eoiip  de  queue  sur  une  ])ille,  de  quelque  manière  qu'il  soit  donné. 

Supposons  maintenant  (pie  la  masse  M'  soit  assez  grande,  par  rap- 
port à  M,  pour  que  l'on  puisse  la  considérer  comme  infinie;  on  aura 

D'après  l'expérience,  le  rapjiort  :r7^i  par  suite  s,  n'est  pas  indépen- 
dant de  la  nature  de  la  masse  chocpiée,  et  c'est  ce  qui  nous  a  conduit 
aux  considérations  de  la  fin  du  n"  5. 

Ce  cas  est  à  peu  près  celui  du  choc  d'une  bille  contre  une  bande, 
et  Coriolis  a  trouvé  que  le  rapport  des  vitesses  normales  de  la  bille, 
après  et  avant  le  choc,  différait  peu  de  o,55  pour  des  vitesses  initiales 
variant  jusqu'à  7'",  ce  qui  est  à  peu  près  la  limite  maximum  (pu*  l'on 

atteint  au  billard.  En  faisant   —  —■  =  o,55,  la  formule  (9)  donne 

£  ^  o,af). 

Si  on  laisse  tomber  verticalement  une  bille  de  billard  sur  une  plaque 
de  marbre  horizontale,  la  bille  se  relève  après  le  choc  aux  f  de  la 
hauteur  de  chute;  on  a  ainsi 


3 
d  où 

£  =  o ,  I  :  j  5 . 

Un  disque  en  ivoire  qu'on  laisse  retomber  à  plat  sur  une  plaque  de 
marbre  ne  rejaillit  pas  ;  ce  que  l'on  ne  peut  expliciuer  cpie  par  la  trans- 
formation complète  de  la  force  vive  accpiise  en  force  vive  vibratoire. 

G.  Comejitions  el  notalions.  —  Nous  appellerons  poinl  de  choc  le 
point  de  contact  dans  le  choc  d'une  queue  et  d'une  bille,  de  deux 
bdles,  d'une  bille  etd'inie  bande. 

Nous  supposerons  qu'une  bille  est  composée  de  couches  sphériques 
homogènes  dont  la  densité  peut  varier  de  l'une  à  l'aulre. 

Jauni,  de  V,,l/,.{3'  serie\  lonic  l\.  -  Maiis  i88;'..  '" 
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Si  dans  un  problème  on  n'a  qu'une  bille  à  considérer,  nous  désigne- 
rons par 

II,  M  son  rayon  et  sa  masse; 

.AI-^  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre: 

/,  fi,  Ç  les  composantes,  parallèles  à  trois  axes  rectangulaires  Oa-,  Oj-, 

O;,  de  la  vitesse,  à  lui  instant  quelconque,  du  centre  gravité  C  delà 

bille; 
/•,  ]),  q  les  composantes  semblables  de  la  rotation  de  la  bille  autour  de 

ce  centre. 

Dans  le  cas  où  deux  billes  entreraient  en  ligne  de  compte,  on  accen- 
luera  les  lettres  précédentes  pour  la  seconde  bille. 

Les  éléments  du  mouvement  d'un  corps,  à  un  instant  considéré 
comme  initial,  seront  caractérisés  par  l'indice  o;  pour  un  choc,  cet 
instant  sera  celui  du  commencement  du  choc,  et  l'on  distinguera  par 
rindic(>  I  les  éléments  du  mouvement  qui  se  rapportent  à  la  fin  du 
choc. 


§    H.     —     jMoi;VEME>T     d'une     bille     sir     un     tapis,    en     ayant     ÉGARj) 
AU    EIIOTTE.MENT    DE    GLlSSFiMENT 

7.  La  bille  peut  èlrc  lancée  sur  le  lapis  par  un  procédé  quelconque  ; 
mais,  au  point  de  vue  spécial  où  nous  nous  plaçons,  elle  le  sera  par  le 
choc  d'une  queue  dont  nous  étudierons  plus  loin  les  effets;  nous  ferons 
coïncider  le  plan  .rOy  avec  cehù  du  tapis,  O:;  se  trouvant  à  l'extérieur. 

Soient /le  coefficient  de  frottement  qui,  d'après  Coriolis,  peut  être 
|)ris  égal  à  o,2,j;  e^.,  e^  les  composantes  parallèles  à  O.r,  Ovde  la  vi- 
tesse de  glissement  v  de  la  bille  sur  le  tapis. 

La  rotation  q  restant  évidemment  constante,  nous  pouvons  en  faire 
abstraction,  puisqu'elle  n'a  aucune  induence  sur  la  direction  du  frotte- 
ment. 

"Nous  avons  les  rclalions 

(i)  i,.  =  y  — /pR,     v,  —  -fi  +  n\\. 


» 
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et  les  équations 

On  déduit  des  deux  premières  de  ces  équations,  en  a\ant  égard  aux 
valeurs  (i), 
cw  "^y.      _      dr, 

En  divisant  l'une  par  l'autre,  la  première  et  la  quatrième,  puis  la 
deuxième  et  la  troisième  des  équations  (2),  on  trouve,  après  intégra- 
tion, 

nR  =  n^W  -+-  /ciji  —  v2o). 
En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  ['i),  elle  devient 

dy^ _  dr, 

y  (  I  -h  /.-  )  —  /.  ■/.„  —  J'n  K  T,  (  I  +  /,  I  —  /,-7„,  -i-  /(„  11' 

et  son  intégrale  exprime  que  le  rapport  des  deux  dénominateurs  ou    '  l'sl 

constant.  Ainsi  donc  la  direction  de  la  vitesse  de  glissement,  pai-  suite 
celle  du  frottement,  restent  constmites;  l'intensité  du  fro'ctement,  élan! 
elle-même  constante,  on  voit  cjue,  en  projection  sar  le  lapis,  le  centre  de 
la  bille  décrit  une  parabole  (théorème  de  J.-A.  Euler).  Cette  courbe 
sera  tracée  par  le  point  de  contact.  Plaçons  l'origine  O  à  la  position 
qu'occupait,  à  un  certain  instant  considéré  comme  initial,  la  projection 
liorizontale  du  centre  C  de  la  bille  et  prenons  l'axe  Ov  parallèle  à  la 
V  itesse  de  glissement.  Nous  am'ous 

e,.  :=  o,     e,  =  c, 
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elles  équations  (2)  donnent,  par  suite, 

{nR=^h,R-/gkt,    p  =  p„     ('). 
Soient 

a  la  vitesse  iuitiale  du  centre  C  de  la  bille  ; 

a  son  inclinaison  sur  l'axe  Ox; 

X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  parabole. 

Nous  avons 

dx  civ 

y„  =  acosa,     •*3o  =  û!suia,     Z=777'     "''~T77' 

par  suite 

I   dx  dy  .  r 

\  -;-  =acos«,      — ,-  ^asuia   —   t^t, 
dt  dt 

a,'  =  acosa/,       y=a?,\\\%l  —  ^^ — 


et,  pour  l'équation  de  la  parabole, 

(3)  V  =  «  langaj;  —  — (i  -h  tang-a)a;-. 

Le  roulement  succédera  au  glissement,  à  partir  du  moment  oii  la  \\- 
tesse  de  glissement  sera  nulle  ou  lorsque  l'on  aura 


(')  La  vitesse  du  point  do  la  \erlirale  du  centre  C.  situé  à   la   liauloui-   h.  au- 
dessus  de  ce  centre,  a  pour  composantes 

Suivant  Ox /  -^  hp  ^^  •/„  -\-  ///)„ 

Suivant  0  » r,~hnr=zr,g  —  lui,,  —  fgl  (  l r-  1- 

Cette  vitesse  restera  donc  constante  en  grandeur  et  en  direclifm  si  l'on  a  /(:=  -j-  ;  d'où 
ce  théorème  de  Coriolis  : 

A<7  vitesse  du  centre  d'oscillation  situé  du-dcsaus  du  centre  de  grcnité  de  ht 
bille  reste  constante  en  erandeur  et  en  direction. 
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d'où,  011  désignant  par  ('„  la  vitesse  de  glissement  initiale, 
1  = 


fgi^  +  in 

Le  point  eorrespondant  de  la  parabole  aura  pour  coordonnées 


à  partir  de  ce  point,  le  centre  C  décrira  la  tangente  à  la  paraljole. 
Nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arrêter  aux  équations  du  mouve- 
ment que  prend  alors  la  bille,  en  ayant  égard  au  frottement  de  rou- 
lement, cette  question  offrant  peu  d'intérêt  et  rentrant  d'ailleurs  dans 
le  domaine  de  l'enseignement  ordinaire. 

^    III.    —   Du    CHOC  d'une  SPHÈRE  LIBRE  CONTRE   UN  PL  \  N    FIXE. 

8.  Quoique  cette  question  n'ait  pas  un  rapport  immédiat  av(^c  le  jeu 
de  billard,  nous  avons  cru  cependant  devoir  nous  en  occuper  en  raison 
des  résultats  intéressants  auxquels  on  parvient,  et  qui  peuvent  avoir 
leur  utilité  au  point  de  vue  de  certaines  expériences. 

Conservons  les  notations  et  conventions  du  numéro  précédent  et  dési- 
gnons de  plus  par  Z  la  réaction  normale  du  plan  sur  la  spbèrc.  Nous 
aurons,  en  continuant  à  faire  abstraction  de  la  rotation  constante  </, 

(i)  i^^=y  ^p^,     r,  =:y;  +  /(R, 

et 


M^ 

=    — 

^/z. 

»S 

=   - 

■in. 

M^ 

z=Z, 

M^^fg  =  -^/ZR, 
k   dt  i'  ^ 

k   dt  r  -^ 
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On  déniontivra  comme  plus  haut  que  la  direction  de  la  vitesse  de  glisse- 
ment de  la  bille  sur  le  tapis  reste  constante.  En  prenant  l'axe  Ox  pa- 
rallèle à  cette  direction,  nous  aurons  d'abord 

(3)  ■//  =  V/o.     «  =  "o^ 

puis 

De  ces  dernières  équations  on  déduit,  par  l'élimination  deZau  moyen 
de  la  seconde  et  en  intégrant  entre  les  limites  du  choc, 

\   z.  =  /.n   -/>:.-?«;. 

si  nous  désignons  par  v  le  rendement  de  la  vitesse  normale,  nous 
axons,  en  remarquant  c]ue  Ço  est  négatif, 

-ïi ^ 

et  enfin 

^  I    /7,R=/?,.  Il  -//?•(!  +  VK„. 

Soient  rt„,  a,  les  résultantes  de  y„,  Ço  et  de  »,,  /,  ;  «„,  a,  les  angles 
aigus  que  font  leurs  directions  avec  Ox;  nous  aurons 

/u  =  rt„cosy.„,     Ç„=:  —  rtosin  ic„, 
/i^a,cos«,,     Ç,  =       a,sina|. 

(i,  coscz,  =  floCos«o  —  / .'  +  V  ^o„sina„. 
'  rt,  sina,  =    v^usinKy, 

f    tang  a,  = 


|iar  suite 

(7) 


/(l+v)langao 
i).   lûcochels.  —  .Sup[)Osons  que,  sous  un  cerlaui  angle,  ou  lance 
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sphère  sur  le  plan  censé  liorizontal,  de  manière  que  la  translation  r, 
soit  nulle  à  l'origine.  Il  se  produira  une  suite  de  ricochets  dans 
l(\squels  le  centre  C  du  mobile  restera  constamment  dans  un  même 
plan  normal  au  plan  fixe;  si«„,  «„  se  ra|)portent  à  la  fin  de  l'un  de  ses 
ricochets,  le  centre  C  décrira  un  arc  parabolique  dont  la  portée  sera 


P„  = 


«-  sin  a„cos  a. 


et  l'on  aura  de  même,  pour  la  portée  du  ricochet  suivant, 
P 


a-,  sin  a,  ros  a, 


P,         a-,  sin  a  cos  oii 


Pq  rtjj  sinag  cos  a,, 

et,  en  verlu  des  deux  premières  des  formules  (  7), 


;H)  l^  =  v[.-/(I4-v)taaga„ 


P„ 

Si  l'angle  «„  est  assez  petit  |iour  qu'on  puisse  négliger  J  tanga,, 
devant  l'unité,  à  plus  forte  raison  en  sera-t-il  de  même  pour  les  rico- 
chets suivants,  eu  égard  à  la  troisième  des  formules  (y);  et  alors  on 
aura  simplement 

(9W  ^=v. 

10.  Expériences  de  M.  Rozé.  —  Cet  habile  expérimentateur  a  eu 
l'idée  de  lancer,  dans  les  conditions  ci-dessus  indiquées,  une  bille 
d'ivoire  sur  une  face  plane  horizontale  de  corps  de  différentes  natures 
cjui,  par  leurs  masses  relativement  considérables,  pouvaient  être  consi- 
dérés comme  absolument  fixes. 

Il  a  déterminé  le  rapport  de  deux  consécutives  des  empreintes  laissées 
par  la  bille  sur  le  plan,  empreintes  dont  le  nombre  s'est  élevé  jusqu'à 
12  dans  quelques-mies  de  ses  expériences.  Il  est  ainsi  arrivé  à  établir 
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les  movennes  suivantes,  qui  diffèrent  relativementpeu  deschiffres  réels  : 

Plaque  de  marbre  poli,  rficoiiverle  île  noir  de  fumée v  =  o,8o('  ) 

Plaque  de  marbre  malpoli  à  l'élal  naturel  (hauteur  initiale 

de  chute  au  plus  égale  à  o'™,  lo) v  =  o,85 

Plaque  de  marbre  recouverte  d'une  feuille  de  papier  au  noir 

de  fumée  (hauteur  initiale  de  chute  au  plus  égale  ào"',i5)     v=:o,65 
Madiicr  <le  sapin  au  noir  de  fumée. "'  =  o.().> 

Comme  le  papier  et  le  bois  ne  sont  en  définitive  que  du  ligneux,  il 
parait  résulter  des  deux  derniers  de  ces  cliitfres  que,  lorsque  l'énergie 
du  choc  ne  dépasse  pas  certaines  limites,  le  rendement  de  la  vitesse 
normal(>duplan  fixe  est  principalement  dii  à  une  plaque  d'une  certaine 
iiatm-e  recouvrant  un  massif  d'une  nature  différente. 


^  TV.  —  Di:  CHOC  n't  NE  bille  contre  ixe  bande. 

11.  Nous  prendrons  les  axes  O/ et  O:;  respectivement  normaux  au 
tapis  et  à  la  bande,  et  nous  supposerons  avec  Coriolis  /  =  o.  20. 

Si,  pendant  le  choc,  le  frottement  de  la  bille  contre  la  bande  donnait 
lieu  à  une  composante  verticale  dirigée  de  bas  en  haut,  le  mobile,  à  la 
fin  du  choc,  pourrait  être  animé,  dans  le  même  sens,  d'une  petite 
vitesse  translatoire,  mais  cpii  serait  presque  immédiatement  annuléc- 
par  l'effet  de  la  pesanteur.  Si  la  composante  ci-dessus  avait  une  direc- 
tion inverse  delà  précédente,  elle  produirait  sur  le  lapis  une  percus- 
sion de  l'ordre  de  grandeur  de  cette  composante,  d'où,  à  la  fin  du 
choc,  une  vitesse  de  translation  verticale  de  la  bille  de  bas  eii  haut  due 
à  l'élasticité  du  tapis,  qui  est  très  faible,  et  cette  vitesse  très  petite  serait 
aussi  ainuilée  presque  immédiatement  [)ar  la  pesanteur.  Ainsi  donc, 
quoiqu'il  arrive,  on  peut  supposer  r[ue  la  bille  nequitte  pas  le  lapis, 
icqiii  est  d'ailleurs  conforme  à  l'observation.  Nous  aurons  donc  r,  =  o, 
et  nous  n'aurons  pas  à  considérer  la  seconde  des  équations;  3    du  n"  8. 

iNotis  ferons  abstraction,  comme  ci-ilessus  et  pour  les  mêmes  motifs, 
de  la  rotation  constante  q. 


(')  Ce  chlirie  diirére  ])eu  de  celui  \  f  =  0,81,  <|ue  nous  a\ous  indiqué  au  n"  .ï. 
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Nous  substituerons,  pour  plus  de  commodité,  mais  seulement  d;uis 
l;i  question  actuelle,  les  notations ç>  et  ij>  à  1'^,  (',,  en  affectant  ces  lettres 
des  indices  o  et  i,  lorscju'elles  se  rapporteront  au  commencement  et 
à  la  fin  du  choc. 

Nous  avons  ainsi  les  relations 

(0 

et  les  équations 


=  z-/^i^. 

ij/   =   /2  P.  , 

^^  = 

-    7/2' 

dt 

z, 

At- 

-  %n- 

<^  = 

\n- 

Des   deux  dernières  tie  ces  écjuations  on  déduit,  en  avant  égard  au\ 
valeurs  (i), 

o  dn  du 


Si  l'on  divise  l'une  par  l'autre  la  première  et  la  dernière  des  mêmes 
équations,  puis  que  l'on  effectue  l'intégration,  on  trouve 


(4) 

X=Xo- 5  (/'-/'")' 

par  suite 

(■>) 

,        /'..''^                '    +   /■           T. 

L'équation 

(  3)  prend  ainsi  la  forme 

dn                                  dp 

n\\         I  +  A     „        /            /)„ 

Jourii.  de  Math,  {i'  série),  lonie  IX.  -    Mars  iSSo. 
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II.    r>i:sAi,. 


t)ii  détluit  delà 


on  simpk'ment 
Nous  avons  aussi 


■^/'R-(x.  +  '^) 


nR  =/2„R  (I)"''  =']-• 


■'--V'-f  (ïf 


(>n  jM-enant  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  selon  que  9  sera 
ijositif  ou  négatif,  ce  qui  sera  d'ailleurs  indiqué  par  le  signe  de  9„. 

En  divisant  l'une  par  l'autre  les  deux  premières  des  équations  ;  21  et 
avant  égard  à  la  valeur  précédente,  on  trouve 


l'.s: 


^x- 


De  la  première  des  formules  (  i)  et  de  l'équation  {^  j  on  déduit,  par 
l'élimination  de/>. 


et  l'équation     .S  j    donne  par  suite,   en    elfectuant   linlégration    dans 
l'étendue  du  choc. 


?„:,/,> +  >t,.^:^j      V    '^^ 


Soient  a  la  \aleur  absolue  de  ^„,  v  la  fraction  de  la  vitesse  normale 
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initiale  rciidiie  par  la  bande,  estimée  à  o,  55  (n"  5  );  nous  avons 
ir„  ^  —  a,     C|  =  va. 


af[i  +  k){i  +  v)=-pj      V    ■+^(^)       ' 


El)  admettant  que  l'on  puisse  tirer  la  valeur  'jj,  de  cette  équation, 

le  problème  sera  complètement  résolu,  puisque  les  équations  (5),(Gj, 

())  feront  connaître  re>pectivement  ^i,  n,,y,.  Mais  il  est  visible  que 

pratiquement  cette  solution  n'est  guère  possible,  excepté  dans  le  cas  de 

«0  =  o. 

Toutefois,  sinous  remarquons  que  ^^^'^^—^  est  de  l'ordre  de/,  et  si  nous 
admettons  quelou  puisse  négliger  lecarrédeceltequantité,  nous  aurons 


par  suite 


n^R'-         i-t-AnîR'- 


Jj'intégration  pourra  alors  s'effectuer,  mais  nous  necrovonspas  utile 
de  pousser  plus  loin  le  calcid. 

§    V.     —    Du    CUOC    DE    DEUX    SPHÈRES    LIBRES    EN    AYANT    ÉGAUD 
AU     FROTTEMENT    ET    A     LEUR    DEGRÉ    DELASTICITÉ. 

12.  Nous  prendrons  pour  axe  des  a:  la  droite  qui  joint  les  centres 
C,  C  de  la  bille  choquante  et  de  la  bille  choquée,  dont  les  masses  seront 
respectivement  représentées  par  M,  M',  et  nous  placerons  l'origine  O 
des  coordonnées  au  delà  de  C  par  rapport  à  C.  Nous  désignerons  jjar 
X  l'action  normale  exercée,  pendant  le  choc,  par  ÎM  sur  M',  par /le 
coefficient  du  frottement  développé  au  point  du  choc,  et  enfui  jiar 
c,.,  f^  les  composantes  parallèles  à  0.r,  Oy  de  la  vitesse  de  glissement 
c  de  M  sur  M'.  Nous  ferons  abstraction  des  rotations  n,  n',  qui  restent 
constantes  du  conmiencement  à  la  fin  du  ciioc  et  qui  n'interviennent 
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ni  dans  la  direction  du  frottement  ni  dans  l'équation  des  forces  vives. 
Nous  avons  les  relations 

i)  iy=  v;  —  o'-t- R<7  M-  R  y',      rj=  Ç  —  Ç  — /jR  — /?'R' 

et  les  équations 

l         cit  /■    lit         f  -^ 

M  ^  =  -  ^/y.,     M  Ç'  ^  ==  -  -/R\, 


dt  (■  -^  /.         «i  1' 

En  divisant  entre  elles  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  i  -i 
l'u  avant  égard  aux  valeurs  (i),  on  trouve 

(/r,  dl 

5  )  ~ 


•  —  ï,' -H  147  -t-  R'V       i  —  rj—  \\p  —  [\'p'    . 

Portons  les  valeurs  de^/\,  —  /X   déduites  de  la  seconde  et  de 

la  troisii'nie  des  équations  (2  1  dans  les  autres  équations  (2)  et  les  équa- 
tions (2')  qui  renferment  ces  quantités,  puis  effectuons  les  intégra- 
tions; nous  aurons 

M 

■'!  =■''0  —  XF^'''  ~  '''0'' 


R'^'=R'Y'^-<-ipX-'(/;—  ïîoj, 


M 


R7/  =  R>;, -^,x'(ç-  ç„). 
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En  portant  ces  \aleiir.s  clans  l'équation  (3),  elle  devient 


Rry,-^  Rr/;  +  [^.  +  ^-  +  i|  ('+  ^^')](^' 


II 


r, -  ?;  -  R/Jo  -  A'/>;,  +1^ ,  +  A-  + 1;  ( i + /.' )  I ( t  ^  ïo I 

et  son  intégrale  exprime  que  le  rapport  des  dénominateurs,  (ui  — . 
est  constant. 

Donc,  pendant  la  durée  du  clioc,  la  vitesse  de  glissement  de  M  sur 'M' 
conserve  une  direction  constante  et  ne  dépend  que  du  mouvement  relatif  des 
deux  sphères  à  l'instant  où  le  choc  commence. 

En  prenant  Oy  parallèle  à  cette  direction,  nous  axu'oiis  t,  =;  i , 
(',  =  o,  et,  d'après  deux  équations  de  chacun  des  groupes  (2)  et  (a'y, 
les  composantes  'Ç,  Ç',  p,  p'  resteront  constantes;  nous  pourrons  en 
faire  abstraction,  puisqu'elles  ne  donneraient  aucun  terme  dans  l'équa- 
tion des  forces  vives.  Nous  aurons  ensuite,  en  intégrant  les  autres  équa- 
tions de  ces  deux  groupes  entre  les  limites  du  choc, 

M(/.-X„)=-     f^ch,      ^-^{q,-g^)=-/fXdt, 

M'(x',-/;,)=        f^dt, 
W{-n\--^:)=-/fl^di, 

et,  en  jjosant 

Cl)  /o-/.  =  W,, 

il  \ient 

V3„— •/3,=        /«M      (/o— y,=/-î^u,, 
M  ,  ,        .M    /, 
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Eli  ayant  égard  à  ces  valeurs  et  faisant  l'application  du  théorème  de 
Koening,  on  a,  pour  la  perte  de  force  vive  perdue  par  les  deux  corps 
après  le  choc, 

.  ^i  [zo  -  x'  +  ^0  -  ^'  +  X  ("^^  ^  ^'\ 

I      ---  M...,|  A- o;,ri +/=(!  + A-)l 

-0),|^    ;I-4-/-(l+A-')]    j, 

A  =  2  [xo  -  x;  +  /'  -/îo  -  •';■„  -^  K(7o  +  RV/;,  ); . 


en  posant 


On  a  de  même,  pour  les  forces  vives  de  M,  ]M'  dues  aux  vitesses 
perdues, 

, j^  j  w [  X"  -  /.<)'  +  ( lo  -  •^,f  ^-  T (y»  ^  5". r  1 

i  M'jrx;  - x'.  )'  +  (^0  -  ^^ )'  +  -T'^O  -9\T-\ 

/         =M«;f,[i-f-/(.+Â-')], 

L'impulsion  du  frotlemciit,  relative  à  la  dm'ée  du  choc,  en  avant 
égard  à  la  première  des  équations  ['i  ),  a  pour  valeur 

(c)  //X.//=/Mo.,. 

En  désignant  par  w  la  vitesse  de  glissement  M'  sur  M  à  l'instant  de 
la  compression  maximum,  d'après  l'équation  (6)  du  n"  5,  l'expression 
fa)  et  la  somme  des  valeurs  [b),  {b'),  (c)  multipliées  res])eclivemenl 
par  c,  i',  —  -Aw,  c(>  qui  donne 

fC)  co.j:.  4-/(.  4-  A)](.  +  e)+|,[i  +/(i  +  )fe')]('+3')î=  A  +  2/.r. 
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Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établirs'appliquent  à  l'instant 
(le  la  plus  grande  compression  substitué  à  celui  de  lîPfin  du  choc  ;  mais, 
comme  les  corps  choquants  se  comportent  à  cet  instant  comme  étant 
complètement  dénués  d'élasticité,  nous  devrons  prendre  £:=£'=!.  Si 
nous  supprimons  l'indice  i ,  pour  établir  une  distinction  entre  les  élé- 
ments du  mouvement  qui  se  rapportent  au  même  instant  et  ceux  qni 
sont  relatifs  à  la  fin  du  choc,  l'équation    (i    nous  donnera 

(7)        2o.|[+/^:i-^/t  -h^  [i-^/-[i  +  k')]]^=A  +  2/iP, 
d'où 


[i +y^(l  +  /c)](l  +  ^)+ ■^[14-/^(1  + A'.)]  (i  +  e') 


M' 


Mais  nous  avons  /'  =  /  et  la  seconde  des  équations  (5   devient 

M  M  ,  , 

7.0  -/=  -M^'^'  =-M'(Xo-/J. 


par  suite 


/-- ÂF'      "  =  ^ M' 


-/(.-A-)  +  ^,[n-/M'  +  /'')]| 


(  9  )  u ,  =  ■      w 

et,  en  se  reportant  aux  formules    4)  et  (5),  tous  les  éléments  du  niouxc- 
ment  des  deux  sphères  à  la  fin  du  choc  se  trouveront  déterminés. 


YI.     —     Du    CHOC    DE    DEUX    BILLES    POSÉES    SUR    UN    TAPIS. 

15.   Il  importe,  dans  le  jeu  de  billard,  cpie  les  billes  aient  le  inénic 
diamètre  pour  que  la  ligne  des  centres,  sur  laquelle  se  trouve  le  point 
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(le  rliocdetleux  d'entre  elles,  soit  parallèle  au  tapis.  Car,  si  le  joueur, 
dans  diverses  partfes,  se  servait  de  billes  dans  lesquelles  les  rapports 
seraient  différents,  sa  laclicpie  pourrait  se  trouver  en  défaut  cpielle  que 
soit  son  habileté''. 

'^.lalgré  l'égalité  des  diamètres,  il  arrive,  ce  qui  est  peu  favorable  au 
jeu,  que  les  masses  de  deux  billes  soient  différentes,  ainsi  que  leurs 
moments  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre.  Coriolis,  dans  le  titre  de 
son  Chapitre  V,  avait  aiuioncé  qu'il  tiendrait  compte  de  ces  diffé- 
rences; néanmoins  tous  ses  calculs  se  rapportent  au  choc  de  deux 
billes  identiques  et  homogènes. 

En  ce  qui  concerne  le  choc  des  billes,  Coriolis  s'exprime  ainsi  : 
«  En  tenant  compte  du  frottement  des  billes  entre  elles,  nous  pour- 
rons tout  à  fait  négliger  celui  qui  se  produit  sur  le  tapis  aux  points 
d'appui  des  billes  pendant  le  choc,  puisque  celui-ci  ne  peut  résulter 
que  delà  composante  vei'ticale  de  la  quantité  de  mouvement  j)roduile 
seulement  par  le  frottement  entre  les  billes,  lequel  est  fort  petit,  d'après 
les  expériences  que  nous  avons  rapportées  précédemment.  Nous  né- 
gligerons aussi,  à  plus  forte  raison,  la  très  petite  vitesse  verticale  que 
les  centres  des  billes  peuvent  prendre  par  l'effet  du  frottement,  cet 
effet  étant  détruit  par  la  résistance  du  tapis  ou  rendu  insensible  par  le 
poids  des  billes  qui  les  ramène  ensuite  contre  le  tapis  qu'elles  ne 
quittent -même  pas.  »  Ce  raisonnement  est  très  correct,  mais  on  a  le 
droit  de  s'étonner  que  son  auteur  n'en  ait  pas  tenu  compte;  car,  dans 
ses  développements  aiialvtic[ues,  il  admet  in]])licitement  que  les  (\cu\ 
billes  sont  libres. 

\a'.  coefficient  de  frottement y^  d'une  bille  sur  l'autre,  d'après  Coiio- 
iis,  ne  [)araît  |)as  devoir  atteindre  o,o'3.  Comme  les  billes  sont  de  même 
nature,  on  peut  admettre  que  les  coefficients  s,  z'  sont  égaux,  mais  leur 
valeur,  qui  est  très  petite,  n"a  pas  été  déterminée. 

TSous  conserverons  les  notations  du  numéro  précédent,  mais  nous 
devrons  supposer  R'=  R,  Ç  =  o,  Ç'=  o  et  faire  abstraction  des  deux 
équations  de  translation  verticale. 

Nous  a\'ons  donc  l(>s  relations 
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et  les  équations 


(2) 


i  AI  ^  =  -  ^i/X,     M  5:  î^  =  _  lA/x .  U. 
I  M'  ^'  =  -'-/X,  M' Ç;  ^  =  -  ^/X .  R. 


De  la  première  et  de  la  troisième  des  équations    a    on  déduit 


,„,  'Jl  —  _  }1 'Ip 

^'  >  .>  -         A-    r,' 

Nous  allons  maintenant  ciierelier  à  exprimer  v,  et  e,-  re^pectiv(>iiient 
en  fonction  de  v)  et/>. 

Divisons  respectivement  entre  elles  les  secondes,  les  quatrièmes, 
les  troisièmes  des  équations  des  groupes  12'  et  f:?'  ;  nous  trouvons, 
après  avoir  effectué  les  intégrations, 

R7  =Ryo-)-'^'(>î  —  'no), 
l\q'=  J^q'„-+-  k'^,  {-ri  -  -ri,,. 

^p  =  î^/'„  -^j^ï'^r-  P"  • 


et  les  formules  (  1    deviennent 

AI/.' 


<'z  =  -  R  7;  -  /J„  :  (  .  4-  ^^.  j  -  R  (7A.  +  /<, 


Soient  e„  la  vitesse  de  glissement  de  ;\I  sur  M'  au  romnienceincut  tlu 
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choc,  ■/  l'angle  que  forme  sa  direction  avec  O  v;  en  posant 

(5)  a^i+A-  +  ^,{i  +  k),      7.=  f  +  5^.' 
les  formules    i)  prennent  la  forme  suivante  : 

^  ty  r=z  ^'„  COS7  +  «(-/J  —  yjo  )  , 

(6)  '  hR. 

I  <'c  =  Co  SI"'/ ]-{P  —  Po}- 

L'équation  !  3)  devient  alors 

ih,  _  dp 


r„  co>  V  —  (^'  l  f,  —  T.„  )  ,  ,  ^        K  i-„  si  II  •' 


d'où 

Ta  seconde  des  équations    6    prend  la  forme 

18)  i-=CoSin7    I  +  a  . 

et  l'on  a,  par  suite, 

(9)    T=      / 


?K -■',„)  1" 


V/  [e„  cosy  +  fl'-/;  —  -/lo)  i"  +  «'o  sin-y    i  -h      ^'  ^^^'' 


Il  résulte  d(Hà  que,    jieiidaMt    le  choc,  la  direction    du    ir<>lt<'nicitl 
n  Cst  j)as  constante,  comme  lavait  supposé  Coriolis. 
Des  deux  premières  des  équalions  (1)  on  déduit 


//.-/.-.f';^^: 
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d'où  une  relation  entre  j(,  et  l'inconnue  /î,  au  moyen  de  laquelle  s'ex- 
priment les  autres  éléments  du  mouvement  après  le  choc,  en  vertu  des 
écpiations  (4)  et  (7)  et  des  premières  des  écpiations  (2)  et  (2'),  après 
avoir  effectué  l'élimination  de  X  et  l'intégration.  On  n'aura  plus  ensuite 
cpi'ii  établir  l'équation  des  forces  vives  pour  avoir  la  solution  complète 
du  problème;  mais,  en  restant  dans  ces  généralités,  on  voit  que  cette 
solution  ne  sera  pas  explicite,  même  dans  le  cas  de  deux  billes  i(l<'ii- 

tiques  et  homogènes,  cas  où  l'on  aurait  -  ^  é- 
1  ^  a        o 

dépendant,  comme  le  coefficient  /est  très  petit,  on  peut  en  négliger 

le  carré,  par  suite,  la  seconde  puissance  des  variations  éprouvées  pnr 

les  éléments  du  mouvement  du  commencement  à  la  fin  du  choc,  qui 

seraient  nulles  avec  ce  coefficient.  Ace  degré  d'approximation,  on  peut 

supposer  —  ^  ^^^  dans  l'équation  (  i  o  ],  qui  donne  alors 

vil  y  -/io  — -/ji^/wicosy, 

en  posant 

!'2)  /.c.-/f  =  «,- 

Des  deux  premières  équations  des  groupes  (2)  et  (2';  et  des  équa- 
tions I  4)  et  (7),  on  déduit  les  suivantes  : 


(.3) 


xi,  -z', 

M 

■'îo      —  ■''', 

=  -/^  w.cosy. 

R^o-Ry, 

^//•w,cosy , 

i^;-'^?; 

Rp,-np, 

=  —fli'j),  siny. 

Rj»;,  -  ]\p\ 

Au  degré  d"a|)proximation  converui,  la  perle  île  force  \ive  <'[)i<)u\ée 
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'par  les  billes  après  le  choc  a  pour  valeur 


]\Iw,  J2/„  —  '.jJl  +  ^  ) 


+  2/cos7[/;„  —  ■f]\,+  R(7o  -+-  (].,  )  —  a/siiiyR  7J„  +  //,  ]  ^  ■ 

Les  |)ertes  de  forces  ^ives  des  deux  mobiles  dues  aux  \ itesses  per- 
dues étant  M  iu)%  M  vp  w,,  nu  trouve,  eu  opérant  comme  an  uiuiiéro 
précédent,  que  l'équation  des  forces  vives  se  réduit  à 

(i4)  '^,(i +  ^}j{i  +  e)  =  \-{-2/n\ 

A  étant  une  constante  dépendant  uniquement  des  éléments  i]i[  mou- 
veuient  au  commencement  du  choc  et  dont  il  est  inutile  décrire  l'ex- 
pression. 
Ou  a  aussi 

('4')  2'.i{l   +~/j  =  A-^2fv, 

d'où 


IVous  avons  trouvé  plus  haut  ;  u**  12) 

^- ST' 

par  suite 

(.5)  -,  =  ^^^^^- 

Les  fornudes  (i  i),  (i?.),  (i3)  feront  coimaitre  dés  lors  tous  les  élé- 
ments du  mouvement  après  le  choc. 

D.nis  la  pralicpie  du  jeu  de  billard,  la  masse  M  est  en  repos  a\aut  le 
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choc,  et  l'on  devra  dans  ce  cas  supprimer  toutes  les  lettres  affectées  en 
même  temps  d'un  accent  et  de  l'indice  o. 

YII.    —    De   l'fffet   d't'n  coup  de  ()i:eue  sur   une  bille. 

14'.  Nous  admeltrons  que,  lorsque  le  choc  commence,  le  joueur 
n'exerce  aucune  pression  sur  la  queue  (ce  que  font  d'ailleurs  en  géné- 
ralles  joueurs  d'un  certain  ordre),  que  le  coup  de  queue  est  donné 
tle  telle  manière  qu'il  ne  se  pi'oduise  pas  de  j^ercussion  sur  les  mains 
fjui  servent  de  guides  au  mouvement,  et  que  l'angle  aigu  formé  par 
l'axe  de  la  queue  avec  la  normale  au  point  de  choc  soit  intérieur  à 
l'aiîgle  de  frottement  (').  De  la  dernière  de  ces  conditions  lésidte  que 
l'action  mutuelle  tangentielle  au  point  de  choc  est  inférieure  au  frotte- 
ment de  glissement;  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  queue  glisserait  sur  la 
hille,  ou  l'on  ferait  fausse  queue,  et  l'on  ne  peut  tirer  aucun  parti  sé- 
rieux des  coups  de  cette  nature. 

Lorsque  la  queue  est  inclinée  sur  le  tapis,  comme  nous  le  suppose- 
rons pour  plus  de  généralité,  il  se  produit  simultanément  deux  chocs, 
l'un  de  la  queue  sur  la  bille,  l'autre  de  la  bille  sur  le  tapis.  Nous  ad- 
mettrons avec  Coriolis  que  la  vitesse  normale  que  pourrait  prendre  la 
hille  par  suite  de  l'élasticité  du  tapis  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
en  faire  abstraction,  ce  qui  a  réellement  lieu  poin-  les  coups  ordinaires 
et  lorsque  la  queue  n'est  pas  trop  inclinée  sur  le  tapis.  Nous  n'aurons 
|)as  ainsi  à  tenir  compte  de  l'équation  du  mouvement  de  translation 
vertical  de  la  bille. 

Soient 

M'  la  niasse  de  la  queue,  et  /  l'inclinaison  de  son  axe  sur  le  tapis; 
M  la  niasse  de  la  bille  ; 

p.  le  rapport  ^  qui  diffère  généralement  peu  de  trois  unités; 


(')  Selon  la  manière  dont  le  procédé  (tampon  en  peau  de  buffle,  ayant  à  peu 
|)rès  la  forme  dune  caloUe  sphérique,  ajouté  au  bout  de  la  queue)  est  plus  ou 
iMiiins  bien  ouduil  de  matière  crayeuse,  le  coefficienl  de  ce  frollemeul  varie  entre 
11,. ")o  iH  0.20.  ce  qui  correspond  auK  angles  de  frollcmenl  de  9.6"3'('  et  i  i°2o'. 
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/'le  coefficient  de  frottement  de  la  bille  sur  le  tapis  (  '  }; 

Cr-,  Cx  la  verticale  du  centre  I  de  la  bille  et  l'horizonlalo  de  (  e  point, 
compris  dans  le  plan  vertical  mené  par  C;  parallèlement  à  la  direc- 
tion lie  Taxe  de  la  c[aeue; 

«,  b,  c  les  coordonnées  du  point  de  choc  parallèles  à  Cx,  L'.y,  C:. 

Soient  de  plus,  à  un  instant  quelconque  du  choc, 

\  '  la  \ilcsse  de  la  queue; 

c, ,  i',.  les  composantes  parallèles  à  Cx,  Cv  de  la  vitesse  de  olissemenl  c 

de  la  bille  sur  le  tapis; 
F  l'action  exercée  par  la  queue  sur  la  Ijille,  la  pi-ession  siu"  le   tapis 

étant  par  suite  Fsini 

Eu  dehors  de  ces  nouvelles  notations,  nous  conserverons  celles  dont 
nous  a\ons  fait  usage  dans  ce  qui  précède. 
\ous  axons  les  i-elations 

c,.  =  y  —  p]\ ,      c,.  =  y;  -f-  Ai  11. 


-  F , 


lO 

«'.<  = 

eti 

es  é(|uations 

--■^ 

^i -/■   =       F(cos/ — /'-^  cosi]i 


M  -7-    ^  — /-^  l'  suu. 


2) 


yi^ï-'hl.  =      F  ic  cos/  -f-  /-  R  sin/), 

A      dl  \  •      f  / 

M  -r  -r  =  —  hV  cosi. 
A     al 


I  '  )  Nous  avons  mi  (|iic  ce  cocffirienl  poinail  t'iro  [iris  étral  à  (i, '.'..">. 
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d/  =  —  [J.{  cosi  —  f^  sinî  ) .  r/V, 
dr,  =  \if -':  siiii.r/V, 
<  —  f/rt  =  \Ah  +/^  R  j  sirii  .('/\'', 
-^  dp  =  [j.  I  r  cosi  +f^  R  sin  M  .  r/V, 

-77  d(j  =  aZ)  cosi .  r/V. 

En  désignant  par  y  l'angle  que  forme  la  vitesse  de  glissement  c  avee 
C.r,  nous  avons 

;  c^.  =  y_  —  /J  R  =  r  cosy,     ty  =  y;  +  «  R  =  r  sin  7 , 

^'^  (    ■/3  +  «R  =  (x-/;R)tang7. 

Nous  allons  essayer  de  voir  si,  en  supposant  l'angle  7  constant,  on  peut 
satisfaire  aux  équations  (3).  Sidjstituons,  à  cet  effet,  dans  la  relation 

dri  -^  T\dn  =  {dy^  —  Rr//?)tangy. 

les  valeurs  des  différentielles  qu'elle  renferme  et  qui  sont  données  |)ar 
les  équations  ci-dessus;  nous  trouvons 

,  ^  /.fi  Inna/ 

(3)  tang7=    ^^._,^; 

l'angle  7  est  ainsi  constant,  comme  nous  l'avons  supposé. 

Les  équations  (3)  s'intégrent  alors  innnédiatement  et,  en  posant. 

elles  donnent 

1y,  =  iJ.[  cos  i  — ./cos7  sin  i)  w , , 
•/J ,  =  —  (J-f  sin 7  sin  i .u,, 


ij.[b  -h/li\  cos 7  sin  i)  oj, , 


-—J—   =  IJ.[C  COSl  ~\~/l\  COS7  SUH  jCd,  , 


R=./, 


=  -  al, 


ij.li  cosj.  w, 
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T,a  foice  vive  totale  pertlue  après  le  choc  a  pour  expression 
(a)  iM'w,  (aV,,  —  Aw,  s 

en  posant 
1   A  =  I  +  a  I    cost  —  /cosy sinîy-  +  /-sin-Ysin'j 

(^M  '    /.-^    '  .  '         .  ...        ) 

1  "•"  TT  !^'  ^''  '+"y'J^;'sin-<  +  (ccosi  +  Rcosy  siuj  i"  4-  b-  cos-'/j    • 

Ja's  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  de  la  bille  et  de  la  queue, 
nudli|)liées  par  les  coefficients  de  rendement  i  etc',  ont  respectivement 
|Kiur  valeurs 

[h)  sM'iA  -  i)'.i;, 

(c)  ^'M'.;;C). 

Désignons  par  6  l'angle  formé  par  F  avec  sa  projection  sur  le  plan 
tangent  au  point  du  choc;  par  ir  la  vitesse  de  glissement,  à  l'inslaiil 
de  la  plus  grande  compression,  de  la  bille  sur  la  queue  estimée  sui- 
\ant  cette  projection,  et  par  ^v'  la  vitesse  de  glissement,  au  même 
instant  de  la  bille  sur  le  tapis.  Nous  avons,  eu  égard  à  la  première  des 
fornndcs    a  , 

I    —  2(V /'FcostJ;^// =  2tr  iMcOsifA),, 

I  2u' / /Ksinif// =  —  an^'Arysin/.',), . 

I,a(|uantilé  a  devant  être  égale  à  la  sonnne  des  exprcssicjus  //  ,  c  . 
[cl],  il  vient 

{())  p.V'„  —  [A  +  £(  A  —  i)  +  £']«,  =  aircos'ji  —  'aw' fs\ni . 

Supprimons  l'indice  i  pour  caractériser  les  éléments  du  mouxemenl 

('  I  •  In  ;i  V  11  ;iii  11"  .')  (|iic  liiii   |iiiu\  ;iil  iirciull'P  s  =  O  cl  s'  r::.  ,'j  n^  O.  27. 
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qui  se  rapportent  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression  pour  lequel 
nous  devrons  prendre  j  =  £'=  i,  nous  aurons  aussi 

(g'j  2V„  —  2Aw=  2wcos(l/  —  2(r/sini, 


2  A  (0 


Soit  9  l'angle  formé  par  l'axe  de  la  queue  avec  la  normale  au  point  de 
choc:  on  a 

^                                                                (a  cosi  -h  c  sini) 
(il)  COS5  = jj ' 

et,  en  exprimant  que,  à  l'instant  ci-dessus,  les  composantes  normales 
des  vitesses  de  la  bille  et  de  la  queue  au  point  de  choc  sont  égales, 

V  cos?  =  -(Xp^+-'3r)' 

ou,  en  vertu  des  deux  premières  équations  du  groupe  (7)  et  de  l'équa- 
tion 16], 

(V'^  —  M)cosy  =  —  fji[(cosi  — /cos7sinj)a  —fb sinysini]  ^, 

d'où 

V'„  cos'f 

('^/  .  ^  "■  co=»-l-  [i.  [^/'sinYsin/— rt(cos«— ycosvsinf')]' 

R 

valeur  que  l'on  devra  substituer  dans  l'équation  (10),  et  les  équations 
(6)  et  (7)  feront  connaître  par  la  suite  tous  les  éléments  du  mouvement 
après  le  choc. 

Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que,  d'après  la  première  des 
équations  du  groupe  (7),  le  mouvement  du  centre  de  la  bille  parallèle 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  IX.  —  Mars  i883.  *-^  ■ 
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a  Cx  sera  direct  ou  rétrograde  selon  que  l'on  ain-a 

cosy^y^cosi, 

et  il  est  clair  que  la  seconde  de  ces  circonstances  ne  pourra  se  présen- 
ter que  lorsque  la  queue  sera  assez  fortement  inclinée  sur  le  tapis,  ce 
qui  est  conforme  à  l'observation. 
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Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  numériques , 
Par  m    LiVGUERRE. 


PREMIERE  PARTIE. 


§    I.      —     RÈGLE    DES    SIGNES    DE    DesC^^UTES. 

1.  La  règle  des  signes  de  Descartes  consiste  dans  les  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

V[x)  désignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  le 
nombre  des  racines  positives  de  V équation  ¥  [x)  ^=  o  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  du  polynômeY[x). 

Si  le  nombre  des  racines  positives  est  inférieur  au  nombre  des  variations 
dupolynôme,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

Pour  établir  la  première  proposition,  je  démontrerai  que,  si  elle  est 
vraie  quand  le  polynôme  cpii  forme  le  premier  membre  de  l'équation 
présente  [m  —  i)  variations,  il  est  également  vrai  cpiand  ce  polvnôme 
présente  m  variations.  La  proposition  sera,  par  suite,  établie  dans  toute 
sa  généralité,  puisqu'elle  a  lieu  évidemment  dans  le  cas  où  tous  les 
termes  dupolynôme  sont  de  même  signe. 

Soit  donc 

V(x.)  =  hx''-^   ..-+-  nx'  -t-  Na-'  4- .  . .  +  Ra  ". 
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un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  ou  décrois- 
santes de  X  et  présentant  m  variations,  l/équation 

où  a  désigne  ini  nomjjre  réel  arbitraire,  a  les  mêmes  racines  positives 
que  l'équation 

(i)  F(^)  =  o. 

et  la  fonction  qui  constitue  son  premier  membre  demeure  finie  et  con- 
tinue, quand  x  croit  indéfiniment  à  partir  d'un  nombre  positif  i  aussi 
petit  qu'on  le  veut.  On  peut  donc  appliquer  le  tbéorème  de  Rolle  entre 
les  limites  o  et  -+-  ^o  ,  et  l'on  voit  que  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  est  au  phissupérieur  d'une  unité  au  nombre  des  racines  de  l'é- 
quation x~^'^^'^'[x¥'(x)  —  ciF{x)]  =  o,  ou  encore  de  l'équation 

(2)  xF' [x]— o:F{x)  =  o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  respectivement 

Aip  —  oc),    . .  . ,  M(r—  a),  N(s  —  a),   . . . ,   R(m  —  a). 

Le  polynôme  F{x)  présentant  m  variations,  supposons  que  IM  et  N 
soient  de  signes  contraires,  et  choisissons  le  nombre  arbitraire  a  de  telle 
sorte  qu'il  se  trouve  compris  entre  les  nombres  /■  et  v  ;  on  voit  (pie, 
dans  la  suite  précédente,  les  coefficients  numéri(pies  des  quantités 
A,  . . .,  Met  ceux  des  quantités  N,  ....  Il  sont  de  signe  contraire. 

Le  premier  membre  de  l'éqnation  i  2)  présente  donc  autant  de  varia- 
tions que  la  suite 

A,   ...,   iM,  —  iN -  W, 

c'est-à-dire  [m—  1)  variations;  il  en  résulte  cp'.e  cette  éqnatioii  a  an 
plus  {m  -~  i)  racines  positives  et  l'équation  (1)  an  |)lus  m  racines  posi- 
tives. La  proposition!  est  donc  conq)létement  établie. 

l'on  !•  démontrer  la  j)i-oposition  II,  il  su  II  it,  connm'  on  sait,  de  renia  r- 
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quer  que  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  (i  )  et  le  nombre 
des  variations  du  polynôme  F(j")  sont  toujours  de  même  parité. 

2.  La  démonstration  précédente  ne  suppose  en  aucune  façon  que 
les  exposants/?,  n,  r,  s,  .  .  .  sont  des  nombres  entiers;  ils  peuvent  être 
fractionnaires  ou  même  incommensurables. 

Ainsi  l'équation 

x^  —  x^  -1-  .r '  +  a;'  —  I  =  o, 

présentant  trois  variations,  a  au  plus  trois  racines  positives;  ilest  clair. 
du  reste,  qu'elle  ne  peut  avoir  de  racine  négative. 

On  peut  supposer  également  que  F(a;)  soit  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x.  Si  elle  est  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x  plus  petites  qu'un  nombre  donné  a,  en  ces- 
sant d'être  convergente  pour  x  =  n,  il  résulte  de  la  démonstration  pré- 
cédente que  le  nombre  des  valeurs  posilnes  de  x,  pour  lesquelles  la 
série  F  (a?)  est  convergente  et  a  pour  valeur  zéro,  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  de  la  série. 

Déplus,  si  le  nombre  des  valeurs  de  x  qui  jouissent  de  cette  propriété 
est  inférieur  au  nombre  des  variations  de  ta  série,  la  différence  est  un 
nombre  pair. 

En  effet,  le  nombre  des  variations  des  termes  de  la  série  étant  supposé 
fini  (ce  qu'il  faut  nécessairement  supposer  pour  pouvoir  appliquer  le 
tbéorème  précédent),  F(a;)  est  égal  à  un  polynôme  $(>r)  suivi  dun 
nondjre  indéfini  de  termes  ayant  tous  le  signe  du  dernier  terme  de 
<I>(a;).  Pour  X  z=  o,  la  série  a  le  signe  du  premier  terme  de  ^[x). 
Quand  x  tend  vers  la  valeur  a,  ^(.x)  tend  vers  une  valeur  finie;  les 
termes  complémentaires,  qui  sont  en  nombre  infini,  ont  tous  le  signe 
du  dernier  terme  de  ^'ix),  et  leur  valeur  absolue  va  en  croissant  indé- 
finiment, puisque  la  série  est  divergente  pour  a;  =  a. 

Donc,  quand  x  s'approche  indéfiniment  de  a,  la  série  tle  <I>  •  x  ,  croit 
indéfiniment  en  valeur  absolue  en  gardant  le  signe  du  dernier  terme  de 
<I)  {x);  le  nombre  des  variations  de  la  série  et  le  nombre  des  racines 
considérées  sont  par  suite  de  même  parité,  d'oiirésidte  immédiatement 
la  |)roposition  susénoncée. 
.  Des  considérations  toutes  semblables  s  appliquent  au  cas  oii  V  x) 
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eï.t  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  et 
oncore  à  celui  où  F{x)  est  une  série  procédant  à  la  fois  suivant  les 
puissances  croissantes  et  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la 
\ariahle. 

.">.   Soit 

Ci)       fi.v  .  =  \„x"'  +  .\,x"'~'  -h  An.r"'-  -  -h  . .  .^  A,,,..,,  X  -h  A„, 

un  polvnùme  entier  du  degré  m;  je  considérerai  la  suite  des  polynômes 

fm-l  (^)=  Ao^      +  A,, 

f,,,^,  (.r)=  A„ar^    +  \,x       +  A„ 

f,{x)  =  Ao-r'"-'  -+-  A ,  x'"*-  -t-  .  . .  +  A,„_, , 
f{x)=  A„.r,„    +  A,.r'"  '  -h  ...  4-  A,„_,a;  -+-  A,„. 

dont  le  dernier  est  précisément  le  polynôme  donné. 

Les  valeurs  que  prennent  ces  polynômes,  pour  une  valeur  donnée 
de  la  variable  égale  à  a,  se  calculent  facilement  par  voie  récurrente; 
on  a.  CM  efff-t.  la  relation  bien  connue 

fi[a)^af,^,[a)-^  k,„_i, 

et  les  quantités /„  (fl),  /„_,  (a),  ...,  f,{a),  /{a)  se  rencontrent 
d'elles-mêmes  quand  on  veut  obtenir  le  résultat  de  la  substitution  de 
a  dans  y  (.r). 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  la  pro|)osition  suivante  : 

Si  a  est  un  nombre  positif,  le  nombre  des  imriations  des  termes  de  la 

suite 

J,n{a),/,„.,{a),/,„.,{n).   ...,/.  (a), /(a). 

est  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation  f[x)  —  o  qui  sont 
supérieures  à  a,  et,  s'il  est  plus  grand,  la  différence  de  ces  deux  nombres  est 
un  nombre  pair. 
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Pour  la  ciéniontrer,  je  considère  l'identité 

^,  =Ma)œ"'-'  -^J,„_,[a)x'"--+. . .  +/,  (a)  +  Zi£l  ; 

pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a,  le  second  membre  est  dé\  elop- 
pable  en  une  série  convergente  procédantsuivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X,  et  l'on  a 

^=/„(«)x—+/„_.(«)^'«-  +  ... 


+  /(«) 


fia)    _    «/(a)    ,     a\f{a) 


Le  nombre  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  série  est  convergente 
et  a  pour  valeur  zéro  est  précisément  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tiony"(ir)  =  o  qui  sont  plus  grandes  que  a;  ce  nombre,  en  vertu  de  la 
proposition  fondamentale  que  j'ai  démontrée  plus  haut,  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  variations  du  second  membre,  lequel  se  réduit 
évidemment  au  nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

C(«),y;„-,(a), /„_,(«) /,(«), /(aj, 

d'où  résulte  le  théorème  énoncé  précédemment. 
Comme  application,  je  considérerai  l'équation 

f[x)^  x^  —  "ix^  -\-  x^  —  8a;  —  lo  =  o. 

Elle  n'a  pas  de  racines  négatives;  en  calculant  successivement  le 
résultat  de  la  substitution  dans  le  premier  membre  des  nombres  i . 
2  et  3,  on  forme  le  tableau  suivant  : 


r:) 

M^) 

Ax) 

I 

—  9 

—    '9 

3 

-     2 

—     1 1 

9 

+  :'i9 

-H  13; 

Tous  les  nombres  relatifs  à  +•  3  étant  positifs,  on  eu  conclut  d'abord 
qu'il  n'v  a  aucune  racine  de  l'équation  qui  soit  supérieure  à  +  '3;  i\t' 
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plus,  les  nombres  relatifs  à  +  2  présentant  une  seule  variation,  ou  est 
certain  qu'il  y  a  une  racine  comprise  entre  +  2  et  -h  3  et  qu'il  n'y  en 
a  qu'une.  D'ailleurs,  les  nombres  relatifs  à  -+  1  ne  présentant  non  plus 
qu'une  variation,  on  en  conclut  qu'il  n'y  a  qu'une  racine  supérieure  à 
+  I  :  c'est  précisément  celle  que  nous  avons  séparée;  si  enfin  on  con- 
sidère la  transformée  en  -> 

iQx^  -+-  8x''  —  a;'  +  3a"-  —  I  =  o, 

la  substitution  de  -+-  i  donne  la  suite  de  nombres  -»-  10,  -t-  i  8,  +  17, 
-+-20,  +  ir),^qui  ne  présente  aucune  variation.  L'équation  n'a  donc  au- 
cune racine  inférieure  à  +  i  et,  par  suite,  a  une  seule  racine  positive 
comprise  entre  -1-  2  et  +  3. 

-l.  La  proposition  précédente  peut  encore  s'énoncer  d'une  autre 
façon. 

Le  nombre  a  étant  positif,  il  est  clair  que  les  quantités 

AjO'",  Aoa'"-i- A,a'"-',  A„rt'"+ A,rt"'-' -F- A^a'""-,   . . . 

ont  respectivement  le  même  signe  que  les  quantités /,„(«),  /,„_,[a), 
fm--i[(^)i  •  •  •  ;  nous  pouvons  donc  dire  que  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  y^(  a;)  =  o  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  des 
termes  delà  suite 

Aort'",  A(,a"'-l- A,a'"-',   ...,  Aoa'"  + A,  a""' H- . .  .  +  A,„^,a  H- A,„. 

Engénéral,  P-f-QH-R-l-S4-...  désignant  xme  suite  quelconque 
de  termes,  j'appellerai  norahre  àe?,  alternances  de  cette  suite  le  nombre 
des  variations  de  la  suite 

P,   V  -^-  Q,  P  -f-  Q  -f-  Jl,   P  -)-  Q  +  R  +  S 

Cette  définition  étant  posée,  le  théorème  précédent  peut  s'énoncer 
de  la  façon  suivante- 
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Soil  le  polynôme 

F{x)  =  A^*  +  B.r^  +  Cx^  -4-  .  .  .  +  Lx^ , 

où  le  second  membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
X,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  F{x)  =  o,  qui  sont  supérieures  au 
nombre positij a,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

A  a*  +  B  aP  +  Ca^  -+  .  .  .  -t-  La' , 
et  si  ces  deux  nombres  différent,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  de  ce  théorème  suppose  évidem- 
ment que  les  nombres  a,  ^,  y,  . . .,  sont  entiers  et  positifs,  mais  il  est 
facile  de  voir  que  cette  restriction  est  inutile. 

En  premier  lieu,  si  quelques-uns  étaient  négatifs,  en  multipliant 
F(a;)  par  une  puissance  de  x  convenablement  choisie  (ce  qui  n'altère 
pas  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation),  on  pourrait  rendre 
tous  ces  exposants  positifs. 

En  second  lieu,  si  quelques-uns  des  nombres  ce,  |3,  7,  ...  étaient 
fractionnaires,  on  pourrait  les  rendre  entiers  en  changeante  en  x^,  oj 
étant  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs  des  nombres 
a,  jS,  7,  ....  La  proposition  a  donc  lieu,  même  quand  les  exposants 
sont  négatifs  ou  fractionnaires,  et,  par  un  raisonnement  connu,  on  en 
déduit  qu'elle  subsiste  encore  lorsque  les  exposants  sont  incommen- 
surables. 

Bien  n'empêche  même  de  supposer  que  le  nombre  des  termes  de  la 
fonction  F[x)  soit  illimité,  pourvu  que  la  série  composée  de  ses  termes 
soit  convergente  pour  x  ^  a. 

o.  On  peut  chercher  une  limite  du  nombre  des  racines  positives 
d'une  équationy(a;)  =  o,  qui  sont  inférieures  à  un  nombre  positif  a, 

en  considérant  l'expression  \  ^\  qui,  pour  toutes  les  valeursde  x  com- 
prises entre  zéro  et  a,  est  développable  en  une  série  procédant  suivant 
les  puissances  croissantes  delà  variable.  La  marche  à. suivre  est  exacte- 
ment celle  que  j'ai  suivie  précédemment  et,  sans  m'arrêter  aux  détails 
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de  la  démonstration,  j'énoncerai  de  suite  la  proposition  fondamentale 
suivante  : 

Étant  donné  le  polynôme 

Y{x)  =  Aa;"  +  Bic?  -h  Cx-^  +  .  .  .  +  \.x'\ 

où  le  second  membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r- 
et  où  d'ailleurs  les  exposants  sont  des  quantités  réelles  quelconques,  posi- 
tives  ou  négatives,  commensurables  ou  incommensurables,  le  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  Y  [x)  =  o,  qui  sont  inférieures  à  un  nombre 
positif  donné  a,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

Ao='  -i-  BrtP  +  C.a"  -i-  .  .  .  -f-  ï,a', 

et,  si  ces  deux  nor?ibres  différent,  leur  différence  est  un  nomtirepair. 

Cette  proposition  subsiste  quand  le  nombre  des  termes  de  Y  [x)  est 
illimité,  poiu-  que  la  série  composée  de  ces  termes  soit  convergente 
pour  X  ^=a\  le  nombre  de  ces  variations  sera  du  reste  évidemment 
fini,  si  la  série  tend,  pour  x  =  a,  vers  une  limite  différente  de  zéro. 

3e  mentionnerai,  comme  cas  particulier  et  à  cause  de  son  impor- 
tance dans  les  applications,  le  corollaire  suivant  : 

Le  nombre  des  racines  de  Véquation  Y[x)  =  o,  qui  sont  comprises 
entre  o  et  -^  i,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

A  4- B  +  C -t-  .  .  .  -^  L, 

et,  si  ces  deux  nombres  différent,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

(')  Le  cas  où  F(.r)  est  ordonné  suivant,  los  ])iuÂsances  tli'cioissanles  de  .r 
donne  également  lien  à  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  F(j-)  r=  o  qui  sont  supérieures 
à  l'unité  est  au  plus  éf^al  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

A  +  B-H  C -+-... -t-  L, 

et,  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre  />air. 
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6.   Soit/  (x)  un  polynôme  entier  et  posons. 

F  (x)  =/(  a  +  x)  =f(a)-hxf{a)+  f^/"(a)  4-  ...  ; 

h  désignant  un  nombre  positif,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le 
nombre  des  racines  de  l'équation  F  [x)  =  o  qui  sont  comprises  entre 
o  et  h,  ou,  en  d'autres  termes,  le  nombre  des  racines  de  l'équation 
J'x)  =  o  qui  sont  comprises  entre  a  et  a -h  h,  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  l'expression 

En  posant 

F{x)=/{a  -  x)=/{a)-x/'{a)  +  ^J"{a)+  ..., 

on  verrait  de  même  que,  h  étant  une  cjuantité  positive,  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  /{x)  =  o,  qui  sont  comprises  entre  a  ei  a  —  h, 
est  au  plus  égale  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

f[a)-hf{a)-^^J"{a)+.... 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

fix)  étant  un  polyjiànie  entier,  a  et  h  deux  nombres  quelconques  posi- 
tifs ou  négatifs,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  qui  sont 
comprises  entre  a  et  a  -i-  h  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de 
la  suite 

f{a)  +  hf[a)  +  ^J"{a)  -h  .  . . . 

et,  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nond)re  pair. 
Remarque.  —  Considérons  les  diverses  quantités 

f{a),f[a)  +  hJ',a„J[a)^lif[a)+^J"{a),   ..., 
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dont  la  dernière  est  précisément y~( a  +  h),  et  soient  respectivement 
P  et  Q  la  plus  petite  et  la  plus  grande  d'entre  elles;  toutes  les  expres- 
sions 

f[a)  -  P,  J[a)  -  P  +  hf\a),  /(a)  -  P  +  A/'(a)  +  ^J'in),   .... 

seront  positives,  il  en  résulte,  si  l'on  posey(a7)  —  P  =  ^{x),  que  la 
suite 

o{a)  +  h(o' [a)  -^ -^"{a)-\-  ... 

ne  présente  pas  d'alternance.  L'équationy(a-)  —  P  =  o  n'a  donc  aucune 
racine  comprise  entre  a  et  a  4-  A;  on  prouverait  également  qu'il  en 
est  de  même  de  l'équation /(a:)  —  Q=  o;  d'où  cette  conclusion 
importante  : 

Lorsque  .v  i^arie  depuis  x  =  a  Jusqu'à  x  =  a  -{-  h,  la  valeur  du  poly- 
nôme fi  x)  demeure  constamment  comprise  entre  les  nombics  P  ei  Q. 

7.  Le  théorème  précédent  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  propo- 
sition plus  générale,  qu'il  est  facile  d'établir  directement  et  que  l'on 
peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

f{x)  désignant  un  polynôme  entier  du  degré  n,  soient  w  un  nombre  ar- 
bitraire, a  et  b  deux  nombres  quelconques  ne  comprenant  pas  entre  eux  le 
nombre  w;  cela  posé,-  si  l'on  désigne  parY  le  nombre  des  alternances  que 
présente  la  suite 

(i)/(^)+(«-^)/V)  +  ^^^/"(^)-+----  +  T:^/''('^)' 

quand  on  y  remplace  xpara,  et  par  V  le  nombre  dès  alternances  de  cette 
suite  quand  on  y  remplace  x  par  b,  le  nond>re  des  racines  de  l'équation 
f[x]  =  o  comprises  entre  a  et  b  est  au  plus  égal  à  la  râleur  absolue  de  la 
différence  V  —  \'.  S/  les  nombres  a  et  b  comprennent  «,  le  nombre  des 
racines  comprises  entre  a  et  b  est  au  plus  égal  à  la  somme  \  4-  V;  dans  les 
deux  cas,  la  différence  des  deux  nombres ,  si  elle  existe,  est  un  nombre  pair. 
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Pour  établir  cette  proposition,  je  remarquerai  qu'en  posant,  pour 
abréger, 

U„=/(a;),   \],=f{x)  +  {uy-x)f\x),   ....' 

u,=y(^)  4- (c.  -  ^)/'(,r  )  +  i^:i^/'{^)  + . . .  +  i^î^7'(^^^ 

U„=/(co), 

le  nombre  des  alternances  de  la  suite  (i),  pour  une  valeur  donnée  de 
X,  est  le  nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite  U(,,  U,,  .  .  .  , 
U,_,,  U,,  U,+,,  .  ..  ,  U„,  dont  la  dernière  est  là  constantey'(«o  ).  En 
supposant,  pour  fixer  les  idées  a  •<  6  <<  w,  examinons  comment  peut 
se  modifier  ce  nombre  de  variations,  quand  x  croit  d'une  façon  con- 
tinue depuis  a;  =:  a  jusqu'à  x  ^  h.  Soit  une  fonction  intermédiaire  U,, 
qui  s'annule  pour  une  valeur  a  (^^ix  comprise  entre  a  et  b;  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  ne  peut  changer  que  si  U,_,  et  U,>,  sont  de 
signe  contraire.  On  a  évidemment 

'*'  ^     '         1.2.  .  .(«  4-1)-'         ^     ' 

quantité  qui  a  le  même  signe  que/'^'(a). 
Un  calcul  facile  donne  d'ailleurs 

d'où  Ton  voit  que  U',(a)  et  U,vi(a)  sont  de  même  signe.  Si  donc 
U,_,(«)  etU,+i(a)  sont  positifs,  U,(«)  est  également  positif  et  U/(a; 
étant  croissant,  pour  x  =  a,  passe  du  négatif  au  positif,  ce  qui  fait 
perdre  deux  variations  à  la  suite  considérée.  Si,  au  contraire,  U,_,  (a 
et  U,^_,(«)  sont  négatifs,  U,(a;)  passe  du  positif  au  négatif,  ce  qui  fait 
perdre  également  deux  variations.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  que  des 
variations  perdues,  et  en  nombre  pair,  si  l'une  des  fonctions  intermé- 
diaires s'annule  quand  x  varie  depuis  x  =  a  jusqu'à  .r  =  b. 

Quand  la  fonction  Uo=y(^)  s'annule,  on  voit  qu'il  y  a  toujours  une 
variation  de  perdue;  la  proposition  est  donc  démontrée,  dans  le  cas  où 
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a  et  b  sont  tous  deux  inférieurs  à  u,  et  une  démonstration  entièrement 
semblable  à  la  précédente  s'établira  facilement  dans  les  autres  cas. 

Remarque  I.  —  Si  le  nombre  arbitraire  w  est  supposé  infiniment 
^rand  et  positif,  les  fonctions  U^,  U,,  U.,  .  .  .  ont  respectivement  les 
mêmes  signes  ciue  les  fonctions  f{x),  f'{x),  /"{oc),  ....  et  l'on 
letrouve  ainsi  le  tliéorème  de  Budan. 

Remanjuell.  —  Le  nombre  o)  étant  une  limite  supérieure  des  racines 
de  l'équation,  la  proposition  précédente  donne  le  nombre  exact  des 
racines  de  l'équation  lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles  et  que  les 
nombres  a  et  b  sont  inférieurs  à  w.  La  même  chose  a  lieu,  toutes  les 
racines  de  l'équation  étant  réelles,  lorsque  u  est  une  limite  inférieure 
(les  racines  et  que  a  et  6  sont  supérieurs  à  oj. 

8.  La  méthode  que  j'ai  employée  ci-dessus,  pour  obtenir  une  limite 
(lu  nombre  des  i;acines  de  réquation/(\r  )  =  o,  qui  sont  supérieures  à 
un  noad>re  positif  a,  repose  sur  la  remarque  suivatite,  à  savoir  que 

l'équation -'  =  o  a  les  mêmes  racines  et  cjue  le  développement  de 

— — -  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  est  convergent  pour 

toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  a. 

Il  est  clair  que  j'aurais  pu  faire  également  usage  du  développement 

de  l'expression  ,      ■'    ,  „  ;  où  n  désigne  un  nombre  entier  arbitraire,  et  il 

'  (x  —  a)P  '  ° 

est  même  facile  de  prouver  cjue  l'on  obtiendrait  ainsi,  en  général,  une 
limite  plus  approchée.  En  désignant,  en  effet,  par  <i>[x)  une  série  procé- 
dant suivant  les  puissances  entières  (croissantes  ou  décroissantes)  de  x, 
on  démontrera  aisément  que,  «désignantunnombre  positif  quelconque, 
l'expression  ^[x]  {ce  —  a)  (laquelle  est  généralement  une  série,  mais 
cpii  peut  accidentellement  se  réduire  à  un  polvnôme  entier)  présente 
au  moins  autant  de  variations  que  la  série  <I>(.r);  la  démonstration  est 
entièrement  sendjlable  à  celle  du  leiiime  de  Segner  sur  lequel  repose 
la  démonstration  cjue  ce  géomètre  a  donnée  de  la  règle  des  signes  de 
Descaries. 

Il  en  résulte  réciproquement  que,  F(.x)  désignant  un  polynôme  en- 
tier ou  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  (croissantes 
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OU  décroissantes  de  j;j  et  a  désignant  une  quantité  quelconque  positive, 

F  (  a:  ) 

le  développement  de  l'expression présente,  au  plus,  autant  de  va- 
riations que  le  développement  de  F(x);  on  peut  ajouter  que,  si  les 
nombres  de  ces  variations  sont  différents,  leur  différence  est  un  nombre 
pair. 

La  même  chose  a  évidemment  lieu  si  l'on  considère  l'expression 

plus  générale -^7^ — ->  où  ?;(.»)  est  un  polynôme  quelconque  décompo- 

sable  en  facteurs  de  la  forme  œ  —  a,  a  étant  réel  et  positif. 

Ayant   foit   cette  remarque  importante,   je   considère   l'expression 

--^ — ^  où  fix)  désigne  un  polvnôme  entier,  a  un  nombre  i^ositif  et 

{x  —  a)P        •'  ^    '  ^  '      •  ' 

p  un  nombre  entier  arbitraire. 

Soient  n  le  nombre  des  racines  de  l'équation  /(a*)  =  o,  qui  sont  su- 
périeures à  a,  et  V  le  nombre  des  variations  que  présente  le  dévelop- 
pement de  l'expression  précédente,  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  a;;  il  résulte,  des  propositions  énoncées  ci-dessus,  que /i  est 
au  plus  égal  à  V  (leur  différence,  s'il  y  en  a  une,  étant  d'ailleurs  un 
nombre  pair)  ;  le  nombre  V  ne  peut  que  diminuer  quand  le  nombre 
entier/?  augmente  :  il  ne  peut  pas  d'ailleurs  diminuer  au-dessous  d'une 
certaine  limite,  puisqu'il  doit  être  toujours  supérieur  à  n. 

Le  point  essentiel  dans  cette  méthode,  pour  en  déduire  le  nombre  n 
avec  le  plus  d'approximation  possible,  serait  de  déterminer  exacte- 
ment cette  limite  du  nombre  V,  lorsque  yo  grandit  indéfiniment;  mais 
cette  recherche  paraît  présenter  de  grandes  difficultés. 

Je  ferai,  de  préférence,  usage  de  la  proposition  suivante  : 

5/  l'on  met  la  fraction  -^^ — -  sous  la  forme  simante  : 


Aa-  -^  B^^  +...+  La.'-  +  x>\-^^^  +  ^3^:^,  +...+  ^y^^^ 

où  les  exposants  x,  [i,  ...,  liront  en  décroissant  {\  pouvant  être  négatif  , 
ce  qui  d'ailleurs  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières,  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  f{x)  =  o  qui  sont  supérieures  au  nombre  positif 
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a  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

A,  B,   ....  L.     ^,   îî,    ....  f. 

et,  si  ces  deux  nombres  différent,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

Soient,  en  effet,  n  le  nombre  des  racines  de  l'équalion  proposée  qni 
sont  supérieures  à  a,  et  V  le  nombre  des  variations  que  présente  le  dé- 

veloppement  de  -^ — —  suivant  les  puissances  décrois.saiites  de  x,  on 

a,  comme  je  l'ai  démontré, 

n-N. 

Désignons  maintenant  par  Vo  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

A,  B,   ...,  L,  ^ 

et  par  V,  le  nombre  des  variations  que  présente  le  développement  on 
série  de  l'expression 


rj  +..- 


^   '  X  —  a         (x  —  ay        '  (x  —  «)'' 

on  aura  évidemment 

v  =  v„  +  v,. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  V,  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variations  que  présente  le  développement  du  produit  par  [x  —  a)  de 
l'expression  (i),  c'est-à-dire  au  nombre  des  variations  du  développe- 
ment de 

0  €  C 
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(X  -a)         {x  —  aY  ■  (x  — a)"-" 


en  désignant  par  V(5l,  |3)  le  nombre  de  variations  que  |)résentent  les 
deux  quantités  ^  et  IH  (nombre  qui  est  d'ailleurs  zéro  ou  l'unité),  par 
V^.  le  nombre  des  variations  cpie  présente  le  développement  de  l'ex- 
pression 

C  g  £ 

X  -a  ~^  (x  —  a)'  "•"•••  ^~  (jj  —  a)"-'  ' 


THl-ORIE    DES    lÎQUATIONS    NUMERIQUES.  I  1 3 

on  aura  donc 
et,  de  même, 

\  3  désignant  le  nombre  des  variations  que  présente  le  développement 
de  l'expression 

C  0  £ 

(X  — fl)  "^  (.r  — rt)2  +•••"'"  (^_Q,)P-2' 

d'où  l'on  déduira  sans  peine 

V,<V(S,  13)  +  V(U,  C)  +...  +  \{M,  $), 
et  de  là  résulte  immédiatement  la  proposition  énoncée. 

9.  L'application  du  théorème  précédent  se  fait  de  la  façon  la  plus 
simple  dans  le  cas  où  a  est  égal  à  l'unité,  cas  auquel  se  ramène  aisé- 
ment le  cas  général  par  un  changement  de  variable,  et  en  faisant  usage 
d'un  algorithme  qui  a  déjà  été  employé  par  Horner  et  par  Budan. 

Cet  algorithme  consiste  à  former  successivement,  et  par  voie  récur- 
rente, les  différents  coefficients  des  développements  de  = — — ->  f^ — t^j 

f(x) 

•  _      )  •  •  •  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

f{x)  =  agX^  +  Utx''  -+-  x^x^  -+-  «3^7-  +  a.,x  -+-  a.^  ; 

on  écrira  d'abord  (Tableau  A)  les  coefficients  de  cette  équation  (les 
coefficients  des  puissances  qui  manquent  étant  remplacés  par  des 
zéros),  en  les  faisant  suivre  d'une  suite  indéfinie  de  zéros. 

Au-dessous,  dans  une  première  ligne  horizontale,  on  écrira  une  suite 
de  nombres  «„,  a,,  a.,,  ...,  dont  le  premier  est  a.^,  chacun  des  suivants 
étant  formé  en  additionnant  le  terme  précédent  avec  le  terme  de  la 

Jouni.  de  Math.  (3°  série),  tome  IX.—  Avril  i883.  I  ' 
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suite  précédente  qui  se  trouve  dans  la  même  colonne  verticale,  en 
sorte  que  a,  —  a^-+-  a,,  aj  =  a,  +  y.^,  ...;  on  voit  ainsi  qu'à  partir  du 
terme  a,,  les  termes  suivants  a^,  n^,  a.,  ...  sont  tous  égaux  entre  eux. 
Les  nombres  aiasi  obtenus  sont,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  les  coef- 

ficients  du  développement  de  •'         suivant  les  puissances  décroissantes 

de  X. 

Au-dessous,  dans  une  deuxième  ligne  horizontale,  on  écrira  une 
suite  de  nombres  b^,  b,,  b.,,  ...  déduits  des  nombres  «o»  0^,0^,  ••• 
comme  ceux-cil'ont  été  de  «,).  »:,,  a^,  ••.,  en  sorte  que 

b„=af,,     b,=:b„-\-a,,     b.,  =  b,-ha2,       ..; 

ces  divers  nombres  sont  les  coefficients  du  développement  de  -^ -, 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  jc. 

En  poursuivant  en  observant  la  même  loi,  on  formera  une  suite  de 
lignes  horizontales 

df,      f/,      f/j      (^s      f^i      ■  •  •  » 


dont  les  divers  termes  donneront  les  coefficients  des  développements 
—  —        —  -       •>   suivant  les   puissances  décroissantes 


(.f  — 1)^       {x  —  i)'       (X—  1)° 

de  X. 

Si,  en  particulier,  on  considère  les  nombres  a^,  b^,  c,,  cL,  e,,  /"„,  it 
est  aisé  de  voir  rju'à  des  facteurs  numériques  près  positifs,  ils  sont  égaux 

H  /(i),  /'(i),  ,/"(0'  /"(')♦  /'\')'  /'(');  c'^sf  ^'''"^  ^^  'j"*^  *^*^  former 
ces  nombres  d'une  façon  connnode  et  rapide  que  Budan  faisait  usage 
du  Tableau  précédent,  et  il  résulte  de  son  théorème  que  le  nombre  des 
variations,  présenté  par  la  suite  de  ces  termes,  donne  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  des  racines  de  l'équation  qui  sont  supérieures  à 
l'unité.  Mais,  on  peut  faire  usage  de  ce  Tableau  d'une  infinité  de  n>;i- 
nicres  et  souvent  d'une  façon  plus  avantageuse. 
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Tableau  A. 

^0  "l  «2  *!  ^^i  5(5  o  o  0  ... 

"»  ^\  "i  «3  «i  «i  «C  «T  f» 

fj„  /«,  *,  />3  b,  b-  bf,  h-,  h^ 

C„     .  .     C,      .  .     C,     .  .     C3  C;  Cj  C5  (■-  Cg 

f/o    .  .    di    .  .    d,    .  .    dj    .  .   di         r/-  f/,;  f/-  (/g 

Co  e,  e.,  t'3  64  65  «6  «7  <?s 

/•     .  .    /,    .  .   /,     .  .   /3  /.  .A  fo  j\  l\ 

ffo  Oi  ^i  O^  S'  o5  r?6  o't  pè  ■  ■  ■ 

En  se  reportant,  en  effet,  à  la  façon  dont  a  été  construit  ce  Tableau, 
on  voit  sans  peine  que  l'on  a  les  identités  suivantes  : 

/"(•r)  o  C3  b.  a. 


{x  —  if  °  '  •=         .r  — I  (x  — I)-         (.^  — I)' 

f{x\  ,  j  d,  d^  rf; 

{x  —  1)'  X         X-         .r-(.r— I) 


.r''(a-  — i)-         .r-(.r  —  i)'         x-{x — i)'' 

d'où  résulte,  en  vertu  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  que  le  nombre 
des  racnies  de  l'équation  f[x)  ^  o,  qui  sont  supérieures  à  l'unité,  est 
au  plus  égal  an  nombre  des  variations  que  présente  chacune  des  deux 
suites 

Cfli  C|>  ^11  C3,   h:,.,  a.^ 
et 

</„,  d^,   d.,   d,,  </,,  c.,,   ^6.  «7- 

D'une  façon  générale,  si  l'on  convient  d'appeler  diagonale  princi- 
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pille  la  diagonale  qui  renferme  les  nombres  «3,  b^,  c^,  d.^,  (',,  ,/,,  et  qui 
donne  (à  des  facteurs  numériques  près  positifs)  les  valeurs  de  /[oo]  et 
de  ses  dérivées  pour  ^  =  i,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  formé  le  Tableau  A,  si  l'on  suit  une  ligne  horizontale  quel- 
conque Jusqu'à  ce  que  l'on  atteigne  ou  que  l'on  dépasse  le  terme  corres- 
pondant de  la  diagonale  principale  et  qu'ensuite  on  parcoure  le  Ta- 
hleau  obliquement  et  parallèlement  à  cette  diagonale  Jusqu'à  la  première 
ligne  horizontale,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o,  qui 
sont  supérieures  à  l'unité,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que 
présentent  les  termes  du  Tableau  que  l'on  a  rencontrés  successivement 
pendant  ce  parcours  ;  et,  si  ces  deux  nombres  différent,  leur  différence  est 
un  nombre  pair. 

En  se  reportant  au  Tableau  précédent,  on  voit  ainsi  que  le  nonibre 
des  racines  positives  supérieures  à  l'unité  est  au  plus  égal  au  nondjre 
des  variations  que  présentent  les  termes  de  la  suite 

Â'     />'     /■!•    /s'       f'i.       ^3'       (^C       b;,       «s- 

iO.  Quelques  exemples  ne  seront  pas  inutiles  |)our  éclaircir  ce  ([ui 
précède. 

Exemple  I.  —  Soit  l'équation  a;'  —  \x  +  G  =  o  ;  poin*  avoir  une 
limite  du  nombre  des  racines  supérieiues  à  l'unité,  on  formera  le  l'a- 
bleau  suivant  : 

I         o     — !l        6        o 


3   . 


I.a  diagonale  principale  donne  les  termes  i.  "î.   —  1,    i,  i[ui  |>résenteiit 
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deux  variations;  l'ajiplication  du  théorème  de  Budan  indiquerait  donc 
la  possibilité  de  deux  racines. 

Mais  la  suite  i,  3,  2,  2,  3,  formée  en  suivant  la  troisième  ligne 
horizontale  jusqu'au  terme  +  •?.  et  en  remontant  ])arallèlement  à  la 
diagonale,  n'offre  aucune  variation  ;  l'équation  n'a  donc  aucune  racine 
supérieure  à  l'imité. 

Pour  voir  si  elle  a  des  racines  inférieures  à  l'unité,  considérons  la 

transformée 'en  —  > 

6a:'  ~  [\x'^  +  I  =  o; 

on  formera  le  Tableau  suivant  : 

6     — 4        o         I 


qui  montre  immédiatement  que  l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines 
positives;  l'application  de  la  règle  des  signes  de  Descartes  à  la  trans- 
formée en  —  X  fait  voir  d'ailleurs  qu'elle  a  une  seule  racine  négative. 

Exemple  II.  -—  Soit  l'équation 

x""  —  5a;'  +  1 2X-  —  i3X  +  9  =  0, 

qui  n'a  évidemment  aucune  racine  négative.  Pour  avoir  une  limite  du 
nombre  des  racines  supérieures  à  l'unité,  nous  formerons  le  Tableau 
suivant  : 

I     — 5       la     — 15       9        0 

I      — 4         8     — 7         2         3 
I     — 3         5     — 2         o 


Les  ternies  de  la  diagonale  principale  i,   —1,3,  —  2,  2  offrent  ici 
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quatre  variations,  et  par  suite  l'application  du  théorème  de  Budan 
permet  de  croire  à  l'existence  de  quatre  racines;  mais,  la  suite  i,  o,  2, 
I.  o,  -2  ne  présentant  aucune  variation,  on  en  conclut  que  l'équation 
n'a  aucune  racine  supérieure  à  l'unité. 

Pour  rechercher  les  racines  inférieiu'es  à  l'unité,  je  considère  la  trans- 

formée  en  -  ^ 

:r 

^^X'  —  I  30-^  -h  1237*  —   l.r  +  1=0, 

(jui  donne  leTahleau  suivant  : 

o  — 15       12       — 5         I 


6 


connue  la  suite  9,  3,  9,  lo,  2  n'a  pas  de  variations,  on  voit  cjuc  1  équa- 
tion donnée  n'a  pas  de  racine  positive  inférieure  à  l'unité;  toutes  ses 
racines  sont  donc  imaginaires. 

Exemple  111.  —  Soit  l'équation  x''  —  3a;'  +  9a;  —  9  =  0,  la  trans- 
formée en  —  X, 

X'  4-  3a;'  —  C)X  —  9=0, 

montre  immédi;itement  qu'elle  a  une  seule  racine  négative.  Pour  avoir 
une  limite  du  nombre  des  racines  positives  supérieures  à  l'unilé.  je 
forme  le  Tableau  suivant  : 


o     —3 


I         I     — 2     —I         ■?.        •■) 


I    . .   3   . .   3   . .   2 
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I.es  termes  de  la  diagonale  principale  présentent  trois  variations,  mais, 
la  suite 

I,   3,  3,  2,    I,  .),    I,   — 4'    — 2 

n'en  présentant  qu'une,  on  voit  que  l'équation  proposée  a  une  seule 
racine  supérieure  à  l'unité. 

A  l'égard  des  racines  positives  inférieures  à  l'unité,  je  considérerai 

la  transformée  en  -> 

C)X''  —  CjX'  4-  4^  —  I  =  o 

qui  donne  le  Tableau  suivant  : 

9—9        4-1 
~9        o        4.      3". 

d'où  l'on   conclut  que  l'équation   n'a  pas   de  racines  inférieures   a 
l'unité. 

11.  Soit /(a?)  un  polynôme  entier;  en  désignant  par  oj  une  quan- 
tité positive  et  par  m  un  nombre  entier  arbitraire,  considérons  le  dé- 
xeloppement,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  de  là  fraction 


.Soit  y  le  nombre  des  variations  de  ce  développement;  il  résulte  de  ce 
qui  précède  que  le  nombre  V  ne  peut  que  diminuer  quand  le  nombre  m 
augmente  ;  il  est  d'ailleurs,  au  moins,  égal  au  nombre  p  des  racines  posi- 
tives de  l'équation /( a;)  =  o,  qui  sont  inférieures  à  w.  Cela  posé,  faisons 
croître  indéfiniment  les  nombres  co  et  m,  de  telle  sorte  que  le  rap- 
port —  ait  pour  limite  un  nombre  donné  positif:;;  avant  pour 

limite  e""",  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

ô  désignant  un  nombre  positif,  le  nombre  V  des  variations  que  pré- 
sente le  développement  de  e~-''/[.r)  suivant  les  puissances  croissantes  de  x 
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ne  peut  que  diminuer,  quand  z  augmente,  et  il  est  au  moins  égal  au 

nombre  p  des  racines  positives  de  Véquation  f{x)  =  o. 

Soient 

fi^x)  =  Oo  -1-  a,a7  +  a2a-^  +  ...  +  a„x" 

et 

e^-"'  f{x)  =  kf,  -{-  kiX  +  k,- h  A3— ^  +.  .: 

j  \    '         "  '  1.2  1.2.5 

on  trouve  aisément 

Ao  =  ao'     A,  =  ao3+n!|,     A,  =  flo^^'-i- 201  z  +  2^2,     .... 

et,  en  général, 

A,  =  a^z'  +  ia,z'-'  -h  i{i  —  i)aj='---i-  i{i  —  i){i  —  '^ja^s'"^  + 

D'où  l'on  voit,  z  étant  positif,  que  A,  est  de  même  signe  que  l'ex- 
|)ression 

a„z"  -\-ia,z"-  '  +  i{i  —  i)a.,z"''  -hi{i  —  i)(j  —  2)^32"  ''  -h...: 

si  donc  on  forme  le  polynôme 

F{x)  =  a^z"  +  a,z."-^x  +  a2z"'^x{x  —  i)  +... 
-!-  a„x{x  —  i)  ...  [x  —  n  -\-  i), 

le  nombre  V  est  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

F(o).   F(i),  F(-2) 


Fo.sons  s  =  -  et,  en  changeant  x  en 

(A) 


i  $(ic)  =  flo  +  «I J?  +  a2x{x  —  w)  +  a3x{x  —  w)(a;  —  -iw] 
A)  


+  a„x[x  —  cùj  ...  [X  —  n  —  iw), 
V  est  aussi  égal  au  nombre  des  variations  de  la  sinle 

$(0),    <l'(w),    *l»(2w),     .... 

En  désignant  par  ^'  le  nombre  des  racines  positives  de  l'ecpunion 
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«I>(a- 1  7=  o,  on  a  d'ailleurs  A  </^';  d'où,  en  vertu  de  la  relation  V>/>, 

p'>r- 

Ainsi  l'équation  ^[x)  =;  o  a  au  moins  auiant  de  racines  positives  que 
l'équation /(j?)  =  o;  en  particulier,  si  l'équation  /(a;)  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  positives,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

a)(ic)=o. 

Je  remarquerai,  déplus,  que,  ^  étant  dans  ce  cas  égal  à  p,  la  substitution 
dans  <^[x)  des  nombres  o,  w,  2w,  ...  doit  précisément  donner /;  varia- 
tions; d'où  il  résulte  que,  i  désignant  nn  noml)re  entier  cpielconque, 
l'équation  <I)  >r    ==  o   a,  au    ])lus,    ime  racine  comprise  entre  ioj    et 

J  -r-  IJO). 

Posons,  par  exemple, 

/{x)  =  (i  -H  x)"  =  I  4-  nx  -\ X-  +...+  .r"; 


ou  aura 


q)  X I  =^  1  -\-  itx  -\ X  X 


+  x',x  ~  tj}'':  ...'x  —  «  —  i<ji). 

On  voit  que  l'équation  (^ix)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et,  de 
plus,  qu'on  peut  toutes  les  séparer  en  substituant  dans  le  polynôme 
'î>'.a;)  la  suite  des  nombres 

o ,     'j) ,     2  'ji ,     3  0) ,     

12.  Comme  je  l'ai  démontré,  le  nombre  ^'  des  variations  des  termes 
du  développement  de  e'-^ /\x)  est  au  moins  égal  au  nombre  p  tles 
racines  positives  de  récpiation/(aj)  =  o;  ce  nombre  ne  peut  d'ailleurs 
que  diminuer  lorsque  z  j)rend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes.  On 
peut  se  demander  si,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de::  (el, 
par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes  ,  V  sera  préci- 
sément égal  à  p. 

.Supposons,   ce  qu'd  est  toujours  permis  de  faire,  «pie   l'équation 

Jauni,  de  ilath.  (3«  série),  tome  IX.  —  Avbil  i883.  '  o 


LAGUERHE. 


f  x=  o  naît  pas  de  racine  nulle.  De  ce  q.iie  j'ai  établi  plus  haut,  il 
résulte,  en  supposant  z  positif,  cjue  V  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  <^[x)  =  o,  où  '^{■r)  représente  le  poly- 
nôme qui  figure  dans  l'égalité  (A)  (n"  Il  ). 

Soit  w''0(ti)}  le  discriminant  de  ce  polvnôme:  le  nombre  entier  /•  sera 
généralement  égal  à  zéro,  sauf  le  cas  où  l'équation  f(x)  =  o  a  des  ra- 
cines égales.  Désignons  par  «,  un  nombre  positif  inférieur  à  la  plus 
petite  racine  positive  de  l'équation  0(w)  ^  o,  et  faisons  varier  par  de- 
grés insensibles  «,  depuis  o  jusqu'à  w,.  L'équation  $(a;)  =^  o  n'ayant 
jamais  de  racine  nulle,  puisque  a„  est  différent  de  zéro,  aucune  racine 
négative  ne  pourra  devenir  positive;  les  racines  qui  étaient  imaginaires 
pour  M  =  o  ne  pourront  pas  devenir  positives,  car  elles  ne  le  pour- 
raient qu'en  devenant  égales  deux  à  deux,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  w  est  plus  petit  que  «,.  Il  pourrait  se  faire,  si  l'équalicn 
f[x)  =  o  a  des  racines  égales,  que  certaines  lacines  positives  multiples 
devinssent  imaginaires;  dans  tous  les  cas,  p'  désignant  le  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  $i(a")  =  o,  où  <I>i(jr')  désigne  ce  que  de- 
vient le  polynôme  $(ir)  quand  on  y  remplace  cj  par  w,,  ou  a  /J  </'• 

Or,  on  a  V</>'et,  par  suite,  </>;  d'autre  part  YSp\  ^'t*  '•'<  résulte 
y  =  /;  ;  ainsi  le  nombre  w,  ayant  été  choisi  connue  je  l'ai  dit  plus  haut, 

si  l'on  pose  -  =  —  >  on  est  assuré  que  pour  cette  valeur  de  z  (et  pour 

les  valeurs  plus  grandes)  le  nombre  des  vaiiations  que  présente  le  dé- 
veloppement de  er^  fix)  est  exactement  égal  au  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  f{x]  =  o. 

Ce  théorème  subsi-te  évidemment  si  cette  équaticm,  contrairemeut 
à  ce  que  j'ai  supposé,  avait  des  racines  nulles. 

Remarque.  —  De  là  résulte  une  méthode  entièrement  différente  de 
celle  de  Lagrange  et  de  celle  de  Stiu'in  poui-  déterminer  exactement  le 
nombre  des  racines  positives  d'une  équation. 

Cette  méthode  exige  seulement   le  calcul  du  discriminant  w*0(oo 
du  polynôme  <I)(.r  ;  mais,  ce  poKnôme  étant  luie  fonction  de  la  va- 
liable  oi,   le  calcid  de  ce  discrinunant    ne   laisse  pas  que  d'élre  ti'ès 
|)cnible. 

Ou  a  ensuite  à  tléterniin(  i-  une  litnilc  inicrieure  'o,  des  racitu's  posi- 
tives de  l'érpiation  (à  <»    —  o  et,  cela  posé,  le  nombre  des  xai'ialions 
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(le  ia  suite  iiuléfinif 

<I>,(o),   <!>,(«,),  <l>|(aoj,),    ... 

donne  exactement  le  nombre  des  ra(  ines  |iositi\('s  île  léqiialion  pi-o- 
posée. 

Bien  que  ce  procédé  ne  soil  guère  pi'atique,  j'ai  cru  cepeiidani 
devoir  le  mentionner,  eu  égard  au  petit  nombre  des  méthodes  qui  per- 
mettent de  déterminer  le  nondire  exact  des  racines  d'une  équation  qui 
sont  comprises  entre  deux  limites  données. 


II.   —  Sur   les  éqiutioms   oe  la   for^ie 

A,  l'{a,  a:)-h-  A.A'iu.^)-^  .  .  •  +  A„F(«„.r)  =  o. 

15.   Soit 

F  (a;)  =  a^-i-  a^œ  -i-  a.^x-  -\-  .  .  . 

une  série  indéfinie  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  .v, 
dans  laquelle  je  suppose  tous  les  coefficients  positifs  ou  inds,  le  premier 
étant  différent  de  zéro. 
Considérons  l'éciuation 

,i)        fix    =A|F((Z,x    -f- A2F(a2.r)  ^- ...  + A„F  («„«•;  =  o. 

où  les  Cj  désignent  des  quantités  positives  que  je  supposerai  rangées 
par  ordre  décroissant  de  grandeur,  en  sorte  que  l'on  ait 

x,  >c/.-2>  c/,y  .    •>«„-,>«„. 

Cela  posé,  si  nous  développons  eu  série  le. second  membre  de  l'équa- 
tion (i),  nons  aurons 

f[x)  =  aa      (A, -t- A2-I- .  .  .  4- A„) 
-l-fl,  (A,  a,  -+-  AoKo  +  .  .  .  -I-  \„v.„)x 
-)-  «2 (  A ,  «'■;  -+-  A n  a';;  4-  .  .  .  -+-  A„ a,'  ).r- 
-l-«3(A,a','  -I-  k.a'l  •+-...+  A„&r;J)a:' 
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et  il  résulte  de  la  règle  des  signes  de  Descartes  que  le  nombre  p  des 
racines  positives  de  l'équation  (ij  [^c' est-à-dire  le  nombre  des  quantilés 
positives  qui  annulent  f[x)  et  pour  lequel  le  développement  en  série  de 
celte  fonction  est  convergent]  est  an  plus  égal  au  nombre  des  Variations 
que  présentent  les  termes  de  la  série  indéfinie 

I       A,  +  A,+  ...  4-A„, 

)  A  I  a,  -1-  A.,  ao  -)-  .  .  .  4-  A„  a,,, 

(A)  :     ■  :  /'  : 

i  A,  a;+  A^a;  -i-  .  .  .  -+-  A„cz-, 


Pour  avoir  une  limite  supérieure  du  nombre  de  ces  variations,  arrê- 
tons cette  série  au  ternie  de  rang  i, 

A,  a'i  -T-  A.>a',  —  ...  -1-  A„a", 

et  désignons  par  V  le  nombre  des  variations  que  présentent  ces  /  +  i 
premiers  termes. 

En  désignant  par  V"  le  nombre  des  variations  de  la  série  indéfinie 

A,a',  +  A^a^-h  ...  +  A„<,  A,  a;*' +  A,«^"' -t-  .  .  .  +A„<;' ,  .... 

on  a  évidemment  V  =  V  -h  V". 

Or  la  seconde  série  se  composant  des  valeurs  que  premi  la  fonclion 

(^{x)  =  A,«.',  af-l-  \.^r/^,a'', -h  ...  -1-  A„5:;,a,',, 

lorsqu'on  v  fait  successivement  x  =  o,  x  =  i,  x  =  2,  . .  . ,  \c  nondjrc 
des  variations  des  termes  de  cette  série  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  <^{x)  =  o,  ou  encore  au  nombre  des 
racines  supérieures  à  l'unité  de  l'équation 

(2)  A,  y',  c'-e*.  +  A„a;  =">e*->-(-.  .  .  +-  .V,,-^-'"'^''"  ""^  '>' 

(pie  1  on  déduit  delà  j)récédente  en  posant  e-'^  z. 

Les  nombres  positifs  a,,  c/...,    ....   c/.„  allani  en  décrois.sant,  il  en  csl 
tic  même  des  exposants  loga,,   logj^.,  ....  loga„;   il  en  rcsidlc,  en 
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\eitii  d  une  proposition  démontrée  plusbaut  (n"  îi),  que  le  noniljrc  tle> 
racines  de  l'équation  (2)  qui  sont  supérieures  à  1  unité  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

A ,  v.\  -^  Aid'.. -h  ...  -h  A„a'„. 

En  désignant  par  Pi  le  nombre  de  ces  alternances,  on  aura  donc 

V"<R     et     y<V'-+-R: 
d'où  encore 

/?<V'-t-R. 

14.  Considérons,  en  particulier,  le  casoii  l'on  arrête  la  série  1  A  i  a  sou 
premier  terme;  il  résulte  de  ce  qui  précède  que/;  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  racines  de  l'équation 

A,  z'°s=',  -i-  A,s'°s'.  ^-  .  .  .  -+-  A^s'^'»'"  =  o 

cpii  sont  sujjérieures  à  l'unité,  et  l'on  peut  énoncer  cette  |)rop()sitioii 
im[)orlante  : 

Théorv.me  I.  —  Le  nombre  îles  racines positkcs  de  l  équation 

A,Fi  cZiO-  -4-  AoFi  «2^')+  . . .  4-  A„F'a„a;j  =  o, 

où  les  qiiaiitilés  a^, (/..,,  .  ,r/.„sonl  des  quanlilts  posilU'es  rangées  par  oidre 
décroissant  de  grandeur,  est  ait  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de 
la  suite 

A, -h  \,-h  A3  +  ..  .-f-  A„. 

13.   On  aurait  pu.  d'une  façon  plus  générale,  considérer  léipialioii 

A,¥  u^x^  -f-  A,jF('iZ2j-)+.. .  +  A„F;'a„x^  ^  (i>'  jr  . 

où  <I>(^j;  y  désigne  un  polynôme  entier.  Riais  je  cr.)isiiuitilc  de  metendrc 
sur  ce  sujet;  ce  que  j'ai  dit  plus  baut  suffit  pour  faire  voii-  de  (piellf 
manière  on  pourrait  traiter  cette  question. 
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III. 


Sun   l'kqliatio^'    /     e"~'iyz]ih  =  o. 


16.  Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  Fa-  =  e'  ;  le 
développement  de  cette  fonction  est,  comme  on  le  sait,  convergent 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  et  ne  présente  que  des  coefficients 
positifs. 

Soit  l'équation 

i)  A,e='.-' -1-  A.e^'^-''  +  ...-+-  A„e^"-^'  =  o, 

où  les  nombres  c/.,,  v., </.„  Nont  en  décroissant  et  sont,  tiu  reste. 

positifs  ou  négatifs. 

Cette  équation  a  évidemment  les  mêmes  racinis  que  l'équation 
suivante  : 

A ,  e'*"^".'-''  +  A.e'-*+'^'-^  +  .  . .  +  A,f^'"-''  =  o, 

où  X-  désigne  un  nombre  positif  arbitraire  que  l'on  pourra  toujom's 
choisir  de  telle  sorte  que  les  nombres  X-  -i-  a/,  X-  +  x^),  . .  .  ,  ;  /■  +  a„] 
soient  tous  positifs. 

En  faisant  application  du  théorème  I,  on  eu  conclut  cpie  l'équa- 
tion (i)  a  au  plus  autant  de  racines  positives  que  la  .suite 

,A)  A,-f- A,-h...+ A„ 

présente  d'alternances. 

Supposons  maintenant  que  les   nond)res  y,,  v..^ ««soient  les 

différents  termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  soit 
très  petite  et  dont  le  premier  terme  et  le  dernier  terme  soient  respec- 
tivement —  a  et  —  />;  je  .suppose  a<<  h.  Les  coefficients  A„,  A,,  ...  étant 
conqilétement  arbitraires,  on  voit  que  l'équation  peut,  cpianil  la  raison 
de  la  progression  tend  vers  zéro,  se  mettre  sous  la  forme 

2')  f   e-'''^(:)(Iz  =  0, 

011   <!'::)   désigne   une  fonction   entièrement    arl)itraire.   contiiuie   ou 
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tlisconliluic  d'une  faroii  quelconque,  ponv;mt  par  exeni|)le  èlre  nulle 
ilans  autant  d'intervalles  qu'on  le  vent. 

D'antre  part,  le  nombre  des  alternances  de  la  suite   i  A)  esl  au  phis 

égal  au  nondjre  (les  racines  tle  l'équation     /     'P'^-x")  clx  =  o,  cpn   sont 

comprises  entre  a  et  h  ;  il  |)onrrail  lui  être  inférieur  au  cas  oii  celte 
équation  aurait  dans  cet  intervalle  des  racines  d'ordre  pair  (lenHdti|)li- 
cité);  d'où  la  propf)sition  suivante  : 

Le  nomhre  des  niciries  de  rct/iialia/i  ;  2  j  cf;/  au  plus  égal  dit.  nombre  des 
lacines  de  liqualion   1     <I>ur  1  r/.r  =  o,  qui  sont  comprises  entre  a  cl  h. 

On  peut  évaluer  autrement  le  nondjre  des  alternances  de  la  sniti' 
(A);  partageons  à  cet  eflét  l'intervalle  compris  entre  a  et  U  en 
intervalles  tels  cpie,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  '^^  x]  ne  soit  pas 
consfannnont  nulle,  soit  continue  et  de  même  signe. 

On  pourra,  en  posant  ainsi 

/'  e-'-'<^{z.dz 
=   /     t-^-^(I),  (  S  ]  dz  4-  /     e-'"'<I),  [z.)dz  +  ..  .-¥■  j    e"'^  (]'„  f  c  ;  dz , 

énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  posi/ivcs  de  l'équation  (2)  esl  au  plus  égal  au 
nombre  des  alUrnances  de  la  suile 

/     <]>,  '  x)dx  -h   j     *]>.  i  X  !  f/a-  4- .  .  .  -h   /    <I>„  (  X )  dx. 


17.    (-omine  ajiplication  des  théorèmes  précédents,   posons  ^/  =^  o 
/>  =  30   et 


I  "  it         a  -  t  I         a  - 1  " 

^^     ^   l'(ïii)  "   "  l'(  ïi  )  "   '  '  ■  '         l'i»,,  ) 
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(ni  les  a,   désignent  des  nombres  positifs  quelconques  et  T  la  fonction 
eidérienne  de  seconde  espèce. 

L'équalion  f     e'~-^<^(z)clz  =  o  devient 


a-^»  X' 


et  j'observe   que   le  nombre  de  ses  racines  positives  est  précisément 
égal  au  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

I  rto-r"»  +  rt,  .r"!  +  .  . .  +  rt„a;""  =  o. 

D'autre  part,  l'équation  /     $(a:)  dx  =^  o  devient 


r(a,j-|-i)  l'(ai-l--t)  ■     \\y.„+\} 

(i  il  résulte  de  la  proposition  précédente  que  le  nombre  des  racines 
positives  de  réc[uation  (i)  est  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  posi- 
tives de  rétjuation  (  2). 

18.   Considérons  l'équation  du  degré  ii 

,^1)  tt„-\-  a^x  +  a.,.x-  + . .  .-\-  a„x"  =  o, 

(|ue  je  mettrai  sous  la  forme 

«„,î."'+  rt,a-'+"-i-  a.j.x'^^" -\- .  .  .+  «„if""^'"=  o, 

ou  ',)  désigne  un  nombre  positif  ou  nul. 

Il  résulte  de  ce  (jui  précède  (pie  l'équation  (1)  a  au  plus  autant  de 
racines  positives  que  l'étpialion 

«„  r/|,r  flj.f-  ''',•/•''" 


r((.j-i-i)       r(<.j-4-a)       r((o-i-3)      ''■      r(<o-(-/i -h  i) 


THÉORIE    DES    ÉQUATIONS    NU.M  ÉIUQH  ES.  l"2i) 

OU  encore  que  l'équation 


-f- 


0)  désigne,  comme  je  l'ai  dit,  une  quantité  positive  quelconque  ou  zéro. 

La  même  chose  a  lieu  à  l'égard  des  racines  négatives,  comme  il  est 
facile  de  le  voir  en  considérant  les  transformées  en  —  x.  En  particulier, 
ou  peut  énoncer  cette  propriété  imjjortante  : 

Si  l  équation  [i]  et  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation  [2)  a  également 
toutes  ses  racines  réelles. 

19.   Soit  le  polynôme  a„  -\-  a,x  -+-  a.jx"  -\-  a:,x';  formons  le  produit 

e^''{ao  H-  a,.z-  -h  UiX^  +  «3-1'^)  =  Uo  +  U,  z  -h  V.z'--h.  .  .  , 

où  les  L ,  sont  des  fonctions  de  z.  Comme  il  est  aisé  de  le  prouver,  on  a 

généralement -T^' =  U,_,,   en   sorte  que  toutes  les  fonctions  d'indice 

inférieur  à  U,  sont  les  dérivées  successives  de  cette  fonction. 
(Jn  a  évidemment 


u,-  = 


..(/-I)  1.2... ((--2)  ..2...(/-,3)' 


d'où  l'on  voit  que  l'équation  U,  =  o  a  autant  de  racines  réelles  distinctes 
de  zéro  que  l'équation 


Or  cette  équation  a,  en  vertu  du  théorème  précédent,  toutes  ses 
racines,  réelles  si  i  —  2  est  plus  grand  que  zéro,  et  si  l'équation 
Un-h  a,x  -h-  a^x"^  -t-  agir'  =  o  a  elle-même  toutes  ses  racines  réelles. 
L'équation  U,  =  o  a  donc  également  toutes  ses  racines  réelles,  si  i  est 
>»  2,  et  la  même  proposition  a  lieu  à  l'égard  des  équations  U2  =  o, 
U,  =  o,  puisque  Uo  et  U,  sont  les  deux  premières  dérivées  de  Uj. 

Cette  démonstration  s'étend  d'elle-même  à  un  polynôme  de  degré 
quelconque;  d'où  le  théorème  suivant,  qu'il  est  aisé,  du  reste,  d'établir 
directement  : 

Journ.  de  Math.  {7,'  série),  loiiie  IX.  -   AvRJL  i883.  I  7 
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Soient  J\jc)  mi  polynôme  quelconque  décomposable  en  facteurs 
réels  du  premier  degré  et  F  (a?)  ^e"f[x)  =  Uo  -t-  L  ,  0-+  l  o.r-  -4-. .  .  : 
cela  posé,  U,  désignant  un  des  coefficients  quelconques  de  ce  dévelop- 
pement, l'équation  en  ; 

L,  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

liO.   F(a?)  désignant,  comme  plus  haut,  la  fonction  e'^  f  x ),  posons 

¥[x^h)  =  e^*e"/ .r  -+-  h)  =  ¥,-1-  V,^  -H  Vo-r-  -H.  .  .. 

et  \  <  ilésignant  un  quelconque  des  coefficients  de  ce  développement, 

\/,  =  z,[z],  en  sorte  que  Y^-,  =  ç;'(s),  Vt_2=9"(-),  ...,  l'équa- 
tion '^(  z  +  r  =  o  a,  quel  que  soit  z,  toutes  ses  racines  réelles  et  elle 
l^ent  s'écrire 


)^to'(z) 

I 

f- 

.■2.../-^ 

v.+  /v,_ 

.+Av.-.^.. 

. .+  - 

O, 

1.2        "     -  1.3... A         " 

OU  encore 

— r  H -; ,  H ,  ,  +  .  .  .  H r  F  i  /*  )  =  o 

i.?....k         I  .9..  .  .  (k —i)        i.n   1.2...  (A- — 2)  1.2.../.  ' 

ou  enfin,  en  changeant /i  en  a:;,  /  en -et  enchâssant  les  dénominateurs. 

Yix)  +  k¥'{x)l-h  ''^^'^  7  "  F"(x)  ^- 

\ .2.6  •        '  ^       ' 

cl  l'on  voit  que  cette  équation  en  /  a.  quel  fjue  soit  .r,  toutes  ses  racines 
réelles. 

Si  donc  on  écrit  le  svstéme  suivant  d'équations, 

F(a;)  +  /F'(a:)  =  o, 

V{x)  -h  2tF'{x)+  t-V"[x)  =  o, 

V{x)-h3tF'{x)-h  3tn'"{x)-h  /'F"'(ar)=  o. 
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on  voit  que,  pour  toute  valeur  de  x,  elles  ont  leurs  racines  réelles.  Il 
en  serait  de  même  des  équations 

F' (x)-htF"{x)  =  o,     F'{x)-{'2tF"{x)-+- t-F"'{a-)=^o,      .... 
F"{x)-htF"'{x)  =  o,     F"{.r)-^  ■2tF"'{x)-ht^F"{x)  =  o,      ...-. 

la  dérivée  F( a;)  ayant  pour  valeur  e"[/{x) -h  zj'{x)]  et  l'équation 
J{x)  -+-  zf'[x)  =■  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  il  est  clair  en  effet 
que  F'(,r)  est  une  fonction  de  la  même  espèce  que  F[x),  et  il  en  est 
de  même  de  toutes  ses  dérivées. 

21.  Les  propositions  précédentes  s'établissent  du  reste  très  facile- 
ment quand  on  les  suppose  démontrées  dans  le  cas  où  F(.r)  est  un 
polynôme  entier;  il  suffit  de  remarquer  que  e"J[x)  peut  être  considéré 

comme  la  limite  du  polynôme  (  i  -t-  ^— |  f{x),  qui  est  décomposable 

en  facteurs  réels  du  premier  degré. 

La  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  la  fonction  p"'"^  "^""/i^.r),  où  je 
suppose  u  positif;  cette  fonction  peut  être  en  effet  considérée  connue  la 

limite  de  (  i —  ]    |  i  -i-  ^^  \f[x)  ;  mais  les  propositions  précédentes 

ne  s'appliqueraient  pas  à  une  fonction  de  la  forme  e'f'''\f{x),  si  le 
polvnôme  o{x)  était  d'un  degré  supérieur  au  second,  ou  si,  étant  du 
second  degré,  le  coefficient  de  x^  était  positif 

Ces  remarques  très  simples  trouveront  d'utiles  applications  dans  la 
théorie  des  fonctions  transcendantes. 

22  En  effectuant  im  changement  de  variable,  le  théorème  établi  au 
n°  18  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  :  L'équation 

(i)  a„-h  a,x  -h  (T.^x-  -^.  .  .-t-  a,iX"=  n 

avant  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

"o  "^  c(+co  "*"  (  a  -t-  to  )  (  2  o(  -H  <o  )  (a-t-uj)(23(4-w)(3a-+-(o)  +  ■  ■  •  —  O. 

oii  a  et  w    désignent   dis  quantités  positives  quelconques,   la  dernière 
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pouvant  être  nulle.  Delà  résulte  que,  étant  donnée  luie  équation  ayant 
toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres  qui 
jouissent  de  la  même  propriété;  en  appliquant  une  seconde  fois  le 
théorème  précédent,  on  voit,  par  exemple,  que  l'équation 


(  ï  -1-  10  )  (  a'  -h  oj'  )  (  a  +  to  )  (  2  a  H-  oj  )  (  a'  -H  w'  )  (  2  a'  +  w'  ) 


-,  H-  .  .  .  =  o 


(  a  -1-  w  )  (  2  a  -h  10  )  (  a'  -h  w'  )  (  3  a  -(-  i.j  )(  2  a'  +  lo'  )  (  3  a'  H-  w'  ) 

a  toutes  ses  racines  réelles,  «'  et  w'  étant  assujetties  aux  mêmes  condi- 
tions que  «  et  u. 

Soit,  en  général,  Q{x)  un  polynôme  d'un  degré  quelconque  décom- 
posable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  et  ne  devenant  jamais  néga- 
tif pour  aucune  valeur  de  la  variable,  en  sorte  que  5  (.r)  soit  de  la 
forme 

${x)  =  .xP{ax  -H  b)^a'x  +  byia".v  +  h")''",      

les  nombres  /;,  q,  q' ,  q" ,  .  .  ■  étant  des  nond)res  entiers  ou  étant 
égaux  à  zéro,  a,  a' ,  a" ,  ....  et  b,  b' ,  b",  .  .  .  étant  des  nomljres  posi- 
tifs; on  verra  aisément  par  ce  qui  précède  que  l'équation 

(In 


H(ij        H(i)e(2)       B(i)e(2)e(3)      '■"      h(  i)  h(2).  .  .eu*  ) 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Maison  peut  donner  une  plus  grande  genéralile  à  cette  proposition  : 
l'équation  (i)  avant  en  effet  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  estdc  m("'me 
de  l'équation 

+  ,- r, — t^t-t; — TT~.  -!-•••=  o. 


"  I -H  w  (1  4-  w)(i  +  2w)  (I -h  w)^i -t- 2io)(i  4- 3(o) 

|)Mr  suite  de  l'écpialion 


(l-rw)-  (I -t- (o)*(l  -h  2(o)*  (I  4- (o)-(l -H  20))2(|  -H  3(.j  1  = 
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et  CI)  général  de  l'équation 


o„-f 


où  A-  désigne  un  nombre  entier  quelconque. 

Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  le  nombre  arbitraire   po- 
sitif- et  le  nombre  entier  k,  de  telle  sorte  que  Xw  ait  pour  limite  iog-i 
oj  1  r  ^  ,y 

y  désignant  un  nombre  positif  quelconque  égal  ou  inférieur  à  l'imité. 
Ij'équation  précédente  deviendra 

a„  -+-  cr,yj-  -1-  a,q^.x-  -t-  a^f/'^x^  -+■ .  .  .-\-  n„q    '    x"  —-  o. 

et  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles;  il  en  est  de  même  de  réqnation 
obtenue  enebangeant  qvw  oj^  et  x  en  -  -, 

0,,+  «I  '>ix  +  a.^(^'' X- -\- a.^'ji'^ x^  + ...+  a„',}"'x"  ^  o: 

o;  désigne  une  quantité  réelle  quelconque,  dont  la  valeur  absolue  est 
au  plus  égale  à  l'unité. 

Des  considérations  que  je  viens  d'exposer  résulte  immédiatenx'iit  la 
|)roposition  suivante  : 

L'équation  (i)  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation 


"        H  (  I  )        H  (  I  )  H  (  2  )        B  (,  I  )  e  (  T  )  e  (  :?  )       '  '  '       h  (  i  )  h  (  ■?  i . . .  h  (  // 1 

a  également  toutes  ses  racines  réelles,  (-^{cc)  désigne  un  polynôme  entier 
cpielconque  satisfaisant  aux  conditions  ci-dessus  énoncées,  et  w  une 
([uantité  réelle  (luelct)n(pie,  dont  la  valeur  absolue  est  égalc^  ou  infé- 
rieure à  l'unité. 

23.  Soit,  comme  application  de  ce  théorème,  l'équation 

(i  -h  x)"  =  i  -+-  nx  H ^ X-  +...+  nx"-'  -h  x"  =  o; 
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|c  poserai,  oj  et  •■>(''^')  conservant  la  même  signification  que  ci-dessus. 


I<  ;.r   =  I  + 


e(.)  ^       1.2      e(i)e('>.)      •••      e(i)e('<). .  .e(«) 

Les  polynômes  de  cette  forme  jouissent  des  propriétés  remarqual)les 
suivantes  : 

i"  L'équation  F  [x]  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

■a"  Les  diverses  dénvéesde  F(  a-)  s'expriment  au  moyen  de  polynônu-s 
(le  la  même  espèce. 

On  a  en  effet 


fio>  \  ,  ,  c.j'.r  (n  —  i){n 


i)       to'.r- 


«(3)6(3) 
(/(  —  !)(/(  —  a)(/(  —  3)  o'^.r' 

"*  I .  •< .  3  e(2)e(:-i\H(  \\ 

Si  donc  on  pose  ©(a-  -t-  i)  =  H(a7)  et 

(  /(  —  I  )  (  «  —  2  )  (  /(  ~  3  I  (u'.r^ 


"^  i.'..3  ll(i)H(2)lH3) 

il  \  iciit 


oi'  '!>  a;)  est  im  polynôme  de  la  même  espèce  que  F(ic),  puisque  H(.j) 
est  décomposable  en  facteurs  linéaires  réels  du  premier  degré  et  n'est 
jamais  négatif  pour  aucune  valeur  positive  Ae  x. 

Ce  (jue  je  viens  d'établir  pour  la  |)remière  dérivée  subsist(^  encore 
évi<lemment  jiourles  dérivées  suivantes. 

')"  Si  Ion  pose,  en  séparant  la  partie  réelle  de  la  partie  imaginain\ 

V{ix)=\{x)+iyf[x), 

1rs  é([uations  \  yx)^  o  et  VV(^j;-)  =  o  ont  toutes  leurs  l'acines  réelles 
et,  plus  généralement,  a  désignant  inie  constanle  réelle  (jnelcoiupic. 
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l'équation 

V(j;)+  aW(a;)  —  o 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  que  cette  équation  peut 
s'écrire 


Il (0 .z'  n  (  n  —  1  )       io'  JC^ 

I  -1-  - — ;   a  — 


«(I)  i.n        6(1)6(2) 

n{n  —  I  )  (  «—  2  )  0)'  x' 


1.2.3  6(1)6(2)6(3) 

et  que  l'équation 


n{n  —  \)      .,        n(  n  —  i  )  (  «  —  2  )  (  /«  —  ^  )  ^  j 


a\  m 


1.2.3.4 

n(ii  —  I )  (  «  —  2  ) 


X'  +  . . .  4-      =  () 


a  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  constante  réelle  a:  c'est 
en  effet  l'équation  qui  détermine  tang  -  quand  n  se  donne  tang  a. 
En  particulier,  si  l'on  fait  ©(«■)  ^  a:-  et  w  =  i,  on  a 


_,  ,     ,  n.r         n(n  —  i)  a:- 

^       '  l  1.2  1.2 

n(n  —  I  )  (  /(  —  2  )  .r' 
'       ^            '^  -t-...+ 


1.2.3  1.2.3  "  I.2.3...rt 

polynôme  qui  se  présente  dans  plusieurs  questions  intéressantes  de 
l'Analyse  (  '). 


(')  Voir  à  ce  sujet  un  Mémoire  île  M.  Tclieliyclief  {Mélanges  nifit/H'in(itir/iic.\ 
et  astronomiques,   t.  H,  p.  182.  Sainl-I'étersbourg,  iSSg),  ma  Noie  Sur  linté- 
e-^d.v 


raie   j 


{Ihdletin  de  la  Société  mathématique,  t.  VII,  p.  72  1  ei  une 


Note  de  M.  H5lplien,  Sur  une  série  pour  déielopper  les  fonctions  d'une  vai  iuhle 
{Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  9  octobre  1882). 
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En  l'aisant  en  second  lieu  &[œ)  —  i,  on  a 
F„(.r   =  i  -f-  nux-h— 'oi'x'-h— -^ w".r'  +  ...H-'V'.r"; 

les  pulvnôines  ainsi  définis  satisfont  à  l'équation  suivante: 

F„(a:-)  =  «wF„_,  (m*j:). 

21.    Ln  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où,  dansl'équalioii 

/    e  '  <]>  f  s)  </s  =  o,  on  suppose  que<I»  (z)  soit  un  polynôme  entier  dont 

la  forme  change  successivement  lorsque  la  variable  ;  croît  depuis  a 
jusqu'à  b. 

riette  équation  peut  se  mettre  alors  sous  la  forme  suivante  : 

e^7„(.2')  +  e«.V.(-^-)  -4-...+  e^. •>■/„(. r)  =  o. 

les  a,  désignant  des  constantes  et  \es/,  des  polynômes  entiers. 

Pom"  examiner  le  cas  le  plus  simple,  soient  «„,  a,,  ....  a„  des  (juan- 
tités  réelles  quelconques  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur  et 
o„,  «, ,  . . . ,  a„  des  quantités  réelles  quelconques  ;  posons,  pom-  abréger, 

p„  =  00  +  a,  -h  a.^. 


/^H  =  «0  ^-  «1  +  <?2  +  •  ■  •  +  o». 
et  ( onsidérons  l'équation 

I    e-'-^podz+j    e-y,dz-hj     e-'p„dz -h ...-h-  j     e  'p„(k  =  o. 

En  cifectuant  les  intégrations,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  devient  sim- 
plement 
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et  le  nombre  yD  de  ses  racines  positives  est  le  même  que  celui  des  racines 
de  l'équation 

ci„  ;'»+  a^  z"^'  -h  rt.j  i'';  -I-...+  rt„c-*"  =  (), 

qui  sont  comprises  entre  o  et  -)-  i .  Cette  équation  résulte  en  effet  de  la 
première  quand  on  v  pose  e~^  ^  z. 

On  sait  d'ailleurs  (n"  16)  que  le  nombre  ^  est  au  pluségal  au  nombre 
des  alternances  de  la  suite 

/    p,,dz-+-  I     p,(Iz-h  (    p.,(l:  +...-{-  f     p„rlz. 

d'où  les  propositions  suivantes  : 

Les  nombres  a„,  a,,  «o,  ...,  «„  étarit  ranges  par  ordre  croissant  de 
grandeur,  le  nombre  des  racines  de  l'équation 

(i)  r7o:-''"4- a,!;''' -)-(7.3'- -f-  ..+  «„:""  =o 

qui  sont  comprises  entre  o  e/  +  i  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

(2)    /5„{(z,  -«0;  +pMi  -  «i)+-.-  +  /J„^,(««— a„_,  )+/;„. ce   ('), 

où  p„.pi,p,^   ■■  .  Pn  fini'  i(i  signijicatioii  donnée  ci-dessus; 

et  encore  fce  qui  est  le  même  théorème  sousinie  autre  forme    : 

Si  les  nombres  a„,  a,,  scj,  ...,  a„  sont  rangés  par  ordre  décroissant 
de  grandeur,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  qui  sont  plus 
grandes  que  l'unité  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la 
suite  (2). 

2o.  J'ai  fait  voir  plus  haut  ;  11"  14   que  le  nombre  des  i-acines  posi- 

(')  D'après  la  définilion  des  alternances  d'une  suite,  il  est  clair  que  le  nombie 
des  alternances  de  la  suite  a -\- b -t-c -h  d.cc  e-l  le  nombre  des  vaiialions  des 
termes  de  la  suite 

II,     a  +  t).     a -\- l> ->r  c.     (I 

Jour»,  f/r  Miith.  {'i'  sei-ic},  t.  I\.  —  Avitii.  i883.  iS 
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tives  de  ré(jiiation 

(i)      A„F(«„j-)  +  A,F(«,.r)+  A,b'{a,,v)+...-h  A„F(a„a')=(. 
était  ail  jilus  égal  au  nombre  des  racines  de  l "équation 

Ao='"s''«+ A,;'"s^  +...+  A„;'"s'"=  o, 

(|ui  sont  supérieiu'es  à  l'unité;  d'ailleurs  les  nombres  logao,  log  a,, 
logiZj.  vont  en  décroissant. 
Posons  maintenant 

Po  =  A„, 

yD,  =  A„  + A,. 

/J,  =  A,,-^  A, +A„. 


/;„  =  A„  +  A ,  +  A  „  + . . .  +  A„; 

il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  le  nombre  des  racines  posilnes  de 
l'équation  (i)  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

Po  fog  7  -t-  /-"i  log  7=  -r-  ■  •  •  +  P-<->  log :r^  -+-/'«•  ^  • 


IV.     —     Sun    LES    ÉQUATIONS    DE    LV     FORME. 


(x  — ao)"         (.r  — a,  l"  (j'— a,)"  (.r  —  a,,)" 

2(>.   Soit  l'équation 
\  «n  f'i  f» 


-  =  o. 


(.r  — oe„j"  (j7— a,)-'  (./—a,)"        ■"         (./■  —  «„) 

où  les  nondires  a„,  ex,,  ...,  «„  sont  rangés  par  ordre  décroissant  de 
grandeur  et  w  un  nond)re  positif  arbitraire. 

(llioisissons  nu   nombre  positif  /■  assez  grand  pour  que  toutes   les 
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quantités /î- -H  7-0,  A-  +  «,,...,  X: -f-  a„  soient  positives  et  formons  la  trans- 
formée en  V  ^cc  -h  k. 


+  ...+ 


[  ,■  -  (  A-  +  a„  )J"  ~^  [y  -  (  /.■  -t-  a,  )]"  "^  '  "  '         [v  -  (  A'  +  «„  )]" 

ou,  pour  abréger  l'écriture, 


Cette  équation  peut  s'écrire 


Soit 


'=,  +  ^Il  +  ^  +  Ml+...==F| 


l'équation  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

où  le  premier  membre  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  de  y 
plus  grandes  que  «„. 

Si  l'on  observe  maintenant  que  tous  les  coefficients  M,  sont  positifs, 
on  établira,  comme  ci-dessus  (n"  15),  que  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  (2)  qui  sont  supérieures  à  a'„  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  racines  de  l'équation 

rt„.r"'"'''»  -+-  a,.r'"'''"'i  +  ...  H-  rt„a:'"-%  =  o, 

qui  sont  supérieures  à  l'unité;   ce  nombre  est  donc  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

fl„  H-  a,  -i-...-f-  a„. 

D'ailleurs  le  nombre  des  racines  de  l'équation  ! -^  )  (}ui  soûl  supé- 
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rieures  à  a^, ,  c'est-à-dire  à  «„  +  k,  est  précisément  égal  au  nombre  des 
racines  de  l'équation  (  i  )  qui  sont  supérieures  à  a^.  Nous  ])ouvons  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  quantités  a„,  a,,  ...,  «„  étant  rangées  par  ordre  décroissant   de 
grandeur,  le  nombre  des  racines  de  l'équation 


-+-  ■ ■ — -   +  . . .  H — r-  =  O 


(lui  sont  supérieures  à  a,,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la 
suite 

«„  +  «,  +  ...+  rt„. 

Le  nombre  des  alternances  est  pair  ou  impair,  suivant  que  les  deux 
quantités  «„  et  («„  -t-a,  -\-...-\-a„)  sont  de  même  signe  ou  de  signe 
contraire;  il  en  est  de  même  du  nombre  des  racines  de  l'équation  su- 
périeures à  «0,  comme  on  le  voit  en  substituant  successivement  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  -t-  oo  et  la  quantité  a„  -+-  e,  où  z  dé- 
signe une  quantité  infiniment  petite.  Ceci  ne  s'applique  pas  au  cas  où 
l'on  aurait  Cj  -f-  «,+...+  a„  =  o;  ce  cas  écarté,  on  peut  dire  que  : 

Si  le  nombre  des  racines  de  l'équation  supérieure  à  a„  et  le  nombre  des 
alternances  de  la  suite  formée  par  les  coefficients  différent,  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

'28.  Laissant  de  coté,  pour  l'instant,  le  cas  général,  je  m'occuperai 
en  particulier  de  l'équation 

,    ,  rt.,  a,  a-,  a,, 

l) 1 !-^   H = h. ..H '^——o. 

^    '  X  —  a,,  X  —  a,  X  —  «2  X  —  a,, 

Dans  l'inlervalle  compris  entre  «,  et  c,,,,  intercalons  deux  nombres 
'%  et  ^',  de  telle  sorte  que  les  nombres 

(A)  a„ «/,  2,   £',   «,■ ,   (/.„ 

soient  rangés  par  ordre  croissant  ou  décroissant  de  grandeur,  et  fai- 
sons la  substitution 

oc  —  — ) 

.\  —  I 
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i4i 


d'où  l'on  déduit 


X  = 


Aux  quantités  du  Tableau  (A)  correspondent  les  quantités  sui- 
vantes : 

«i,,   ...,   a-,  00,  o,  «j-^,,   a^^, 

qui  seront  rangées  par  succession  de  grandeur  (  '  ). 

On  voit  aisément  que  toutes  les  quantités  «^  sont  positives  :  aj  est 
donc  la  plus  grande  d'entre  elles;  l'équation  i  ;  devient,  en  effectuant 
la  substitution  indiquée  ci-dessus, 


\  — I 


ou  encore 


(')  Il  est  bon  de  préciser  ce  que  j'entends  par  là.  Des  quantités  sont  dites  ran- 
gées par  succession  croissante  ou  décroissante  de  grandeur  si  une  quantité  va- 
riable, qui  varie  toujours  dans  le  même  sens,  prend  successivement  les  valeurs  <les 
termes  de  la  suite  de  ces  quantités,  en  passant  par  linfini,  si  cela  est  nécessaire. 

,\insi  les  quantités 

-h  4>   —  3,  o,   H-  I 

sont  rangées  par  succession  croissante  de  grandeur,  et  les  quantités 


par  succession  décroissante  de  grandeur. 

.\u  lieu  de  ranger  les  quantités  sur  une  ligne  droite,  on  peut  les  ranger  sur  un 
cycle  de  la  façon  suivante  : 


"U  -^1 


lJi~*^ 
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Or.  a,  étant  le  plus  grand  des  nombres  a^.  qui  sont  tons  positifs,  en 
appliquant  la  proposition  démontrée  précédemment,  on  voit  que  le 
iiom])re  des  racnies  de  léquation 


Â^  ;  —  =</,■  -V  —  ^,', 


qui  sont  supérieures  à  à,.,  c'est-à-dire  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion (ij  qui  sont  comprises  dans  l'intervalle  (S,  «,)('),  est  au  plus  égal 
au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


-f-  r- 


29.   tlomme  application,  considérons  l'équation 


.*•  -h  I  X  X  —  I 


Les  quantités 

—  2,    —  1 ,   o,    -(-  r ,    +2 

étant  rangées  par  succession  de  grandeur,  nous  aurons  à  considérer  les 
cinf|  intervalles 

(-2,    -l),    (-I,o),     (O,   -4-1),     (+!,-+-  2),    (-f-2.    -   2), 

dont  le  dernier  renferme  l'infini. 

En  désignant  par  |  ime  quantité  réelle  quelconque,  nous  déduisons, 
de  ce  qui  précède,  les  conséquences  suivantes  : 

I"  S  étant  dans  l'intervalle  ( —  a,  —  i)'  '<^  nombre  des   racines  de 

('  )  Des  quantités  a,  3,  .  .  . ,  X,  [x,  . .  . ,  t,  lo  ('■laiil  i;iiigées  par  succession  de  i;ran- 
cleur,  j'appelle  intervalle  (X,  [jl)  celui  des  intervalles  délerniinés  par  ces  deux 
nombres  qui  ne  renferme  aucun  des  autres  nombres.  Cet  intervalle  peut  renfermei-. 
l'infini  si  À  cl  a  sont  de  sij;ne  contraire;  ainsi,  étant  tlonnéc  la  siiile 

-i-  4,    —  3,   1»,    H-  I  . 

I'iiili'i\  allf  (-<-4,  — 3)  renfornie  rintini. 
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i'équation  (i)  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  —  2  est  au  plus  égal  au 
nomljre  des  alternances  de  la  suite 


et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  Ê  et  —  1 ,  au   plus 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


En  particulier,  faisons,  dans  la  première  suite,  5  ^  —  1  —  s,  c  dési- 
gnant une  quantité  infiniment  petite  positive  ;  la  suite  devient 

comme  elle  ne  présente  pas  d'alternance,  on  en  conclut  (jue  l'équa- 
tion (1)  n'a  pas  de  racine  dans  l'intervalle  (  —  2,  —  i). 

2"  S  étant  dans  l'intervalle  (—1,  o),  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  qui  sont  comprises  entre  H  et  —  1  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 


et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  E  et  o  au  plus  égal 
au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


Faisons,  en  particulier,  dans  la  première  suite,  .i-^  — s;  la  suite 
devient 

—  1  +  7  —  7  +  1  —  ^0; 

comme  elle  présente  deux  alternances,  on  voit  que  l'intervalle  i  —  r,  o) 
("omprenil  deux  racines  ou  n'en  comprend  pas. 
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3"  ç  étant  dans  rintervalle  (o,  +  i  ),  le  nombre  des  racines  de  I  équa- 
tion qui  sont  comprises  entre  o  et  S  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
alternances  de  la  suite 


et  celui  des  racines  qui  sont  comprises  entre  S  et  -l-  i ,  au  plus  égal 
au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


Faisons,  par  exemple,  ^  =  i  —  s,  la  première  suite  devient 

2-  -  +  y  -i4  +  0C  ; 

elle  présente  deux   alternances  :  donc  l'équation  a  dans   l'intervalle 
(o,  -h  i)  un  nombre  de  racines  égal  à  o  ou  à  2. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  substituant  dans  la  seconde  suite 
+  £;  elle  devient,  en  effet, 

+  1  —  7H-7  —  i-f-oo, 

el  cette  suite  présente  également  deux  alternances. 

4"  S  étant  dans  l'intervalle  (+  i,  +  2),  le  nombre  des  racines  qui 
sont  comprises  entre  S  et  +  i  est  ou  plus  égal  au  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

121  i4  14 

et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  ?  et  -t-  2,  au  plus 
égal  au  nondjre  des  alternances  de  la  suite 

?  — 2  5h-2  $4-1  I  ç  —  I 

l'aisons,  [)ar  exem|)le,  dans  la  deuxième  suite  £  =  1  -1-  c.  clic  de- 
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vient 


i'i 


comme  elle  ne  représente  aucune  alternance,  l'équation  n'a  aucune 
racine  clans  l'intervalle  considéré. 

j"  Considérons  enfin  l'intervalle  +  2,  —2)  cjui  contient  Tinlini; 
I  étant  dans  cet  intervalle,  le  nombre  des  racines  c[ui  sont  comprises 
entre  S  et  4-  2  est  au  plus   égal  au   nombre  des  alternances  de    la 

suite 

1',  I  2  I        ,       ' '1 


el  le  nombre  des  racines  cjui  sont  comprises  entre  H  et  —  2,  au  ph 
égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


Faisons,  par  exemple,  dans  la  deuxième  suite,  5  =  2  +  ;,  elle  de- 
vient 

et,  comme  elle  ne  présente  aucune  alternance,  l'écjuation  proposée  n'a 
aucune  racine  dans  l'intervalle  (+2,  —  2). 

30.   L'équation  précédente  ne  peut  donc  avoir  de  racines  que  dans 
les  intervalles  ( —  i,  o)  et  (o,  +  i). 

3 
Faisons  Ç  =  —  y  dans  la  suite  (2),  elle  devient 
4 

8       4       i4-4    ,    '4-4       / 

(-t  présente  une  alternance;  l'équation  a  donc  une  racine  et  nue  seule 
comprise  entre  o  et  —  7  et,  par  suite,  une  et  inie  seule  comprise  entre 

4 

Jo„rn.  de  Math.  (V  série),  lome  IX    -    Mai  i8S3.  IQ 
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3 
En  second  lieu,  faisons,  dans  la  suite  (3),  S  =  y^  elle  devient 


et  connue  elle  ne  présente  qu'une  alternance,  il  en  résulte  que  linter- 
valle  (o, ,-  )  comprend  une  seule  racine  et  il  en  est  de  même,  par  suite, 

de  l'intervalle  (-7,1  ). 

On  voit  ainsi  que  l'équation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles;  la 

première  est  comprise  entre  —  i  et  —  7>  la  deuxième  entre  —  y  et  o, 
'  '  '4  1 

la  troisième  entre  zéro  et  +7)  et  la  quatrième  entre  -t-  7  et  +  1 . 

C'est  ce  cpi'il  est,  du  reste,  aisé  de  vérifier,  l'écjuation  mise  sous 
forme  entière  étant 

[ox-  —  i)(7x=  -  /|)  =  o. 
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Etude    sur   les    lois    de   la   résistance    de    l'air; 
Par  m    E.  \  ALLIER, 

C.Mpitaine  il' Artillerie. 


La  question  de  la  résistance  de  l'air  au  mouvenienl  des  corps  qui  y 
sont  plongés  n'a  guère  été  étudiée  jusqu'ici  qued'après  des  résultats 
d'expérience,  et  l'on  n'a  encore  énoncé,  à  la  suite  de  ces  essais,  que 
des  lois  empiriques  ne  découlant  d'aucun  principe  théorique.  Cepen- 
dant, M.  Athanase  Dupré,  dans  sa  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  a 
essayé  de  rattacher  cette  question  aux  lois  de  l'écoulement  des  gaz. 

Toutefois,  ses  expériences  n'ont  pu  être  réalisées  qu'avec  de  faibles 
vitesses,  de  telle  sorte  que  la  question  peut  être  considérée  comme 
entière.  Je  me  propose  dans  le  présent  travail,  après  avoir  exjiosé,  aussi 
brièvement  que  possible,  l'état  actuel  du  problème,  d'en  entreprendre 
une  étude  théorique,  et,  si  les  résultats  qui  en  seront  déduits  concor- 
dent avec  ceux  de  l'expérience,  ils  constitueront  par  cela  même  une 
démonstration  expérimentale  de  la  loi  théorique  énoncée. 

Laissant  de  côté  la  question  des  faibles  vitesses,  sur  lacpielle  divers 
essais  ont  été  faits,  essais  qui  ont  conduit  à  admettre  la  résistance 
comme  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et  à  l'emploi  de  for- 
mules correspondantes,  modifiées  par  des  coefficients  de  correction, 
je  ne  m'occuperai  dans  cette  étude  que  des  grandes  vitesses,  de  200'" 
à  5oo'",  qui  ne  sont  réalisées  que  dans  le  tir  des  projectiles  de  l'Artil- 
lerie. 

Cette  étude  du  mouvement  des  projectiles  dans  l'air,  dite  Ihilisliquc 
extérieure,  est  d'une  très  grande  complication,  puisqu'il  y  a  lieu  de  tenir 
compte  de  la  forme  du  mobile  et  en  outre,  actuellement,  du  niome- 
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ment  tle  rotation  dont  il  est  animé.  La  dérivation,  conséquence  du 
mouvement  de  rotation  ci-dessus  énoncé,  est  l'objet  d'une  étude  sjjé- 
ciale  dans  les  Ouvrages  de  Balistique  ;  mais  l'expérience  a  montré 
({u'ella  ne  modifiait  pas  sensiblement  la  loi  de  la  projection  verticale  du 
mouvement  et  que,  par  suite,  on  pouvait  la  négliger  dans  l'exanieii 
de  cette  loi. 

Les  essais  oui  été  faits  jusqu'à  présent  de  la  manière  suivante 
On  a  mesuré,  par  des  procédés  variables,  la  NÎtesse  du  projectile  en 
deux  points  de  sa  trajectoire,  assez  rapprochés  pour  que  la  perte  de 
vitesse  put  être  attribuée  uniquement  à  la  résistance  de  l'air,  abstrac- 
tion faite  de  la  pesanteur,  et  cjue  cette  résistance  elle-même  put  être 
considérée  comme  constante,  et  l'on  a  déduit  de  cette  perte  de  vitesse 
la  valeur  de  la  résistance  correspondant  à  la  vitesse  moyenne  observée. 
C'est  ainsi  que  l'on  a  été  conduit  à  admettre  aujoui-d'liui,  comme  re- 
présentant les  résultats  de  lexpérience,  que  : 

La  résistance  de  l'air  par  unité  de  surface  est  proportionnelle  au 
cube  de  la  vitesse,  pour  les  projectiles  spbériques,  et  à  la  quatrième 
puissance  jjour  les  projectiles  oblongs.  Elle  est  du^igéc  suivant  la  tan- 
gente à  la  trajectoire. 

Toutefois,  un  géomètre  anglais,  M.  Baslifortli,  la  ivprêsente  dans  tous 
les  cas  |)ar  la  formule  cubique 

R  =  Cl''  ; 

mais,  dans  cette  expression,  le  paramètre  cprend  diverses  valeurs  selon 
la  vitesse  et  ne  peut  être  considéré  comme  constant,  pour  la  facilité  tlu 
calcul,  qu'entre  certaines  limites.  ÎNL  le  général  ]\Laye\vski,  de  l'Artil- 
lerie russe,  admet  diverses  formules,  monômes  ou  binômes,  à  expo- 
sants entiers,  selon  la  valeur  de  la  vitesse. 

Quelle  que  soit  la  formule  adoptée,  les  auteurs  ont  toujours  étudie 
le  problème  analvliquement  en  consitléraiit  le  projectile  comme  un 
point  matériel  et  établissant,  d'après  cela,  diverses  équations  (trajec- 
toire, tangente,  etc.)  dont  ils  déterminaient  ensuite  les  paramètres, 
d'après  les  donnéesde  l'expérience.  La  j)ositiou  acludii'  dr  la  ipiestion 
est  donc  la  suivante  : 

Représentation  de  la  résistance  de  lair  j)ar  des  e\])ressi()ns  cmpi- 
rinues  ; 
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f-ois  du  iiiouveiaent  du  projectile,  considéré  comme  point  matériel, 
déduites  analytiqueraent  des  expressions  ci-dessus  mentionnées,  cl 
mises  d'accord  avec  la  réalité  par  xuie  détermination  convenable  drs 
paramétres. 

Cherchons  maintenant,  comme  l'ont  proposé  Athanase  Diipre  ci. 
après  lui,  i>I.  le  colonel  Sébert,  de  l'Artillerie  de  la  ïMarinc,  àa|iplif[Mcr 
au  problème  qui  nous  occupe  les  lois  de  l'écoulement  des  gaz. 

.Si  l'on  suppose  que,  le  projectile  étant  en  mouvement,  on  lui  ini- 
|)rime,  ainsi  qu'à  l'air  ambiant,  tme  vite.sse  égale  et  contraire  à  celle 
dont  il  est  animé,  rien  ne  sera  changé  au  mouvement  relatif  :  le  pro- 
jectile restera  immobile,  et  l'air  s'écoulera  le  long  de  ses  parois  d'après 
les  règles  ordinaires. 

Or  ces  lois  de  l'écoulement  des  gaz  ont  fait  connaître  cjue  la  vitesse 
dépend  des  pressions,  et,  par  suite,  on  peut  remonter  de  cette  \itesse 
aux  pressions  sur  les  parois  du  projectile,  et  de  là  à  la  résistance. 

Il  existe  trois  formules  relatives  à  cette  loi  d'écoulement  :  la  premièie 
suppose  cpie  la  densité  du  gaz  reste  constante  dans  toute  l'étendue  du 
filet  considéré,  ce  qui  suppose  implicitement  que  les  pressions  ex- 
trêmes sont  égales,  à  moins  de  changements  notables  de  température  : 
elle  n'est  donc  évidemment  applicable  que  dans  le  cas  de  faibles  vi- 
tesses, qui  n'est  pas  celui  qui  nous  occupe. 

La  deuxième,  dite  formule  de  Navier,  suppose  que  la  teni|)ératnrc 
du  gaz  ne  change  pas  (transformation  isotherme). 

La  troisième,  formule  de  Zeuner,  suppose,  au  contraire,  que  les  élé- 
ments gazeux  se  déplacent  sans  recevoir  ni  dégager  de  chaleiu"  (tran.s- 
formation  adiabatique)  et  qu'il  v  a  donc,  par  suite  du  travail  intérieur 
qui  s'opère  entre  les  molécules,  un  changement  de  température.  11 
n'entre  pas  dans  le  cadre  de  cette  étiule  d'examiner  les  considérations 
théoriques  qui  peuvent  amener  à  faire  un  choix  entre  ces  deux  for- 
mules :  il  semble  d'ailleurs  que  ni  l'une  ni  l'autre  ne  soit  absolument 
l'expression  ilu  phénomène  qui  nous  occupe  et  que  la  transformation 
ne  doive  être  exactement  ni  isotherme,  car  il  est  probable  que  le  pro- 
jectile et  par  suite  les  gaz  s'échauffent,  ni  adiabatique,  puisque,  pour 
échauffer  le  projectile,  le  gaz  iloit  dépenser  une  partie  de  son  éner- 
gie. 

Entre  ces  deux  lois,  fpii  présentent  sans  doiit(\  l'une  et  l'autre,  une 


image  approchée  du  phénomène,  j'ai  été  conduit  à  adopter  hi  loi  de 
Navier  comme  l'avait  fait  Athanase  Dupré  ;  mais  la  raison  principale 
est  simplement  que  cette  formide  se  prête  aux  recherches  analytiques, 
ce  qui  n'est  pas  le  cas  de  celle  de  Zeuner  qui  conduit,  dès  la  première 
intégration,  à  des  expressions  trop  compliquées. 

I.e  présent  travail  a  donc  pour  but  l'application  de  la  loi  de  Navier 
à  l'étude  des  problèmes  balistiques. 


BALISTIQUE    D  UN     POINT    MATERIEL. 

Foriiiule  de  Xm'ier.  —  Considérons  un  filet  gazeux  en  mouvement  : 
soient 

u,  et  ii.j  les  vitesses  d'écoulement  en  deux  points; 
p,  et/>2  les  pressions  correspondantes; 
r  la  température  absolue  au  moment  de  l'expérience  (température 

<|ui  est  celle  du  filet); 
p„  la  pression  atmosphérique  normale; 
'î  le  poids  spécifique  de  l'air  à  o"  et  à  la  pression  p^. 

La  formule  de  Navier  est 

û       27J      Pi 
ou,  en  posant 

8       278  . 

et  résobant  pai'  rapport  à  p,, 

p,^p,e 

Soit  maintenant  un  disque  élémentaire  aba'b'  (Jig.  i  ),  animé  d'une 
vitesse  V  au  sein  d'une  atmosphère  à  la  pression  p». 

Ce  disque  supporte  à  sa  partie  antérieure  une  pression  //,  à  sa  partie 
postérieure  une  pression  //'.  Pour  évaluer  ces  pressions,  Athanase 
l)ii|)ré  reniar(|ne  ([lie,  lorsque  le  régime  régulier  est  établi,   il  doit   y 
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avoir  équilibre  entre  la  pression  p'  de  la  couronne  gazeuse  placée  à 
l'avant  du  disque  et  celle  qui,  d'après  sa  formule,  correspond  a  l'ac- 


tion d'un  gaz  à  la  pression  /?„,  et  animé  d'une  vitesse  V  égale  et  con- 
traire à  celle  du  disque  :  faisant  donc,  dans  la  formule, 


on  en  déduit 

et,  comme  //  =  p2. 


w,  =  V,     /),  —  p„,     ;/„  =  o, 
p'  =  p^e^"''-. 


On  aurait  de  même,  par  un  raisonnement  semblable,  pour  la  pres- 
sion arrière, 

et  par  suite,  en  désignant  par  S  l'aire  du  disque  élémentaire  et  par  R 
la  résistance,  il  viendra 

R  =  ;,„ S  ( e'^'- -  e- '"'")  =  S{p'-  p"). 

Ce  raisonnement,  comme  le  reconnaît  Dupré,  n'est  pas  à  l'abri  de 
toute  objection  :  il  ne  doit  être  considéré  que  comme  donnant  une  pre- 
mière approximation  du  phénomène. 

On  peut  encore  présenter  le  calcul  comme  il  suit  : 

Considérons  le  disque  aa'bb',  animé  de  la  vitesse  V,  dans  le  sens  de 
la  flèche,  et  imprimons-lui,  ainsi  qu'à  l'atmosphère  ambiante,  une  vi- 
tesse égale  et  de  signe  contraire,  de  telle  sorte  que  rien  n'est  changé  au 
mouvement  relatif.  L'air  s'écoulera  sans  difficulté  le  long  des  parois  (la 
et  bb',  el  conservera  sa  pression />o.  Quant  à  la  colonne  gazeuse  qui  se 
présente  en  ab,  elle  se  comprimera  d'abord  en  avant,  justpi'à  ce  cpic 


le  régime  définitif  soit  établi,  puis  le  gaz  continuera  à  s'écouler  le  long 
d'un  certain  contour  ca  et  cb;  à  ce  moment,  il  y  a  équilibre  entre  l'ac- 
tion dn  coiu'ant  gazeux  à  la  pression  p^^,  tendant  à  pénétrer  dans  acb 


en  vertu  de  sa  vitesse  V,  et  celle  du  gaz  immobile  en  acb  à  la  |)ression 
moyenne//,  et  en  faisant,  comme  plus  baut,  dans  la  formule  de  Cla- 
vier, 

;/„  ^  O,      u^  =  \\      p^^f),,, 
on  aura 

p  ^ p.2  =  Puc''^' ■ 

Il  s'établira  en  arrière  un  équilibre  analogue  entre  l'action  du  cou- 
rant gazeux  à  la  pression  p^  et  à  la  vitesse  Y,  et  celle  du  gaz  immobile 
en  a'c'b'  à  la  pression />",  et  par  suite,  en  faisant 

;/2  =  o,      «,  ^  ^  ,     p.^=p^,, 
on  ain'a 

i»"=/^e  '■■*■•. 

Sous  cette  forme,  on  voit  cpie  le  raisonnement  laisse  de  côté,  ou 
plutôt  préjuge  l'état  du  courant  gazeux  le  long  des  contours  ca  et  a'c'. 
Noms  admettrons  cependant  ces  résultats  en  |)remiére  approximation, 
nous  réservant  d'y  revenir  ultérieurement. 

lieprenant  la  valeur 

l\  =  p,S[e"''-e-"''), 

désignant  jiar  ni  la  masse  du  projectile  et  jiosant 


il  \  ieiidra 


c(e"'-- 
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|)Oiir  valeur  de  l'accéléralion  correspondant  à  la  force  retardatrice  de 
l'atmosphère,  et  c'est  cette  expression  que  nous  allons  introduire  dans 
nos  calculs. 


.^lOLVC.MENT    DVy     POINT    :\IATJ:niEL    DANS    UN    JlILIEl      HOMOGENE 
ET    DE    TEMPÉRiTURE    CONSTANTE. 

Dans  un  tel  milieu,  le  coefficient  b  est  constant,  ainsi  que  «„  et,  jiar 
suite,  que  c  :  il  n'y  a  donc  de  variable  cpie  la  vitesse. 

Moinemenl  recliligne  horizonlal.  —  Désignons  par 

,r  l'espace  parcouru  ; 
Il  la  Altesse; 
/  le  temps. 

On  aiu^a 


e-*"=) 


ou 

ni 

,1-. 
le 

r 

R  = 

—  m 

(0 

cV-x 

Iw-  ~ 

—  c\ 

e*"' 

et  d' 

autre 

part, 

par 

dé 

finition 

, 

(2) 

dx 

dt 

=  M, 

On  déduit  aisément  des  équations  (i)  et  [i)  le  svstémc 

(3)  cch  = ,  ■    "    ,  . 

et 

(4)  (^dx  =  --j;j^, -r^.- 


Calcul  (le  X.  —  En  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

e'"''=  z, 

Joiirn.  de  Math.  (3"  s-rie^,  tome  IX.    -  Mu   iSS3. 
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on  met  l'équation  (4)  sous  la  forme 


^dx  =  — 


'.b  z' 


et,  en  intégrant  de  o'ax,  désignant  par  w„  la  vitesse  initiale  et  par  ;„ 
l'expression  e'"'»,  il  vient 

On  peut  résoudre  l'équation  (5)  par  rapport  à  ;,  ce  qui  donne 


(6) 


g."C.    _    I 


et,  j)ar  suite,  on  a  la  vitesse  en  chaque  point,  puisque  :  =  e*"  . 
Calcul  de  t.  —  La  valeur  de  dt  peut  s'écrire 

{3  bis)  cdt=  ^_g-o^„.. 

ou 

—  cdc  =  e-'"'\  I  +  e--*"'-  +  e~'*"'  +  . . . -h  e--"*"'  +  . .  .)du, 

que  nous  écrirons 

—  cd(=   y  e-^-"^'""''-du, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  de  «. 

Considérons  le  terme  général,  pris  entre  les  limites  //„  et  u. 


f  e-t-"^')*"'Ju, 


et  cherchons  à  en  calcider  la  valeur. 
Si  l'on  pose 

{2.n  -+-  \)bu-  =  7-, 

7  =  a  y  (an  -\-  i)b, 
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Il  a  été  construit  des  Tables  de  la  fonction 

et  il  vient,  par  suite,  pour  le  terme  général, 

f'"e-r."-')i"'-du  =  -^         '        1  n(7)  -  n(7, 


)]• 


L'expression  de  /  devient  donc,  en  substituant  à  7  sa  valeur  et 
changeant  les  signes  des  deux  membres, 

et  =  ^    S    ! [u(,i„sb\2n  +  i)  -U(uK0\-2n+  i)|, 

et  l'on  peut  ainsi,  à  l'aide  des  Tables  de  la  fonction  H,  calculer  les  du- 
rées en  fonction  de  a. 

On  connaît  donc  tous  les  éléments  de  la  question,  qui  n'a  d'adleurs 
qu'un  intérêt  théorique. 

Mouvement  rectiligne  verlical.  -  Envisageons  maintenant  le  cas  du 
mouvement  d'un  projectile  lancé  verticalement  et  soumis  aux  lois  de 
la  pesanteur. 

En  désignant  par  c  la  vitesse,  on  aura  les  équations  différentielles 

d'où 

rfy  =  —  c 


En    suivant    la    même    marche  que    dans    l'étude    du    nioiixcmeiit 


i5b 

vALLirn. 

horizontal  et  posant 

ê'-'-  =  w, 

on  anra 

hrh.-                              ''"• 

Désignant  par  /•,  et  r,  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  zéro,  on 
écrira 

—  1  bc  dv —  ( • 1  clw 

et,  en  intégrant  de  o  à  v  et  posant  n,,  =  e*'», 

7  I  -.      Il-   /',      ll',|   /•., 

—  2  bcy  =  L -"  • 

Soit  /•,   la  racine  positive  de  l'équation;   substituant  à  /^  sa  valeur 
^  et  supprimant  l'indice  après  la  substitution,  il  viendra 

—  2  bc  Y  = 


J  -i-  /-       I  -H  liv    ir, 
ou  enfin 


(2) 


H'  —  /•      I  -i-  /11',, 


Baiiteiir  inaxima.  —  I.e  projectile  s'arrête  lorsque  l'on  a  c  =;  o  ou 
(r  =^  I ,  ce  qui  donne 

I  +  /■-  ,.         ,!-!-/•    H'o  —  /' 


>bc^^:^\  =  h 


1  —  /■    I  -i-  /'11', 


Mouvement  descendant.  —  A  partir  de  ce  moment,  le  projectile  s(> 
met  à  redescendre,  mais  c  change  de  signe,  puisque  la  résistance  de  l'air 
ralentit  le  mouvement  de  chute  ;  et,  en  désignant  par  /•'  une  quelconque 
des  racines  de  l'équation 


f(ï'  —  c  =  o. 


on  aura,  par  le  même  calcul  que  plus  haut  et  intégrant  depuis  Y  jus- 
qu'à  V, 

\./  '       r  I  +  /•     w  —  /•  . 
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L'équiilion  en  /  a  les  mêmes  racines,  changées  de  signe,  que  l'équa- 
tion en  r  :  on  peut  donc  prendre  /'  =  —  r,  et  il  vient  alors,  en  substi- 
tuant à  Y  sa  valeur, 

,!  +  /■-  ,    /i4-/'\-    1 —  '■"■   I  H-  /■"V, 

Vitesse  à  l'origine.   —  En  faisant  j' =  o,  il  vient 

ir„(i  -)-  2/-  —  /■-)  —  ir 

»'  —  ^^ 

I  —  ir  —  /-  -I-  anv'o 

Vitesse  limite.  —  En  se  reportant  à  l'équation  différentielle  du  mou- 
vement descendant 

— ^  =  cie"'  —  e  "'  )  —  2  = ' 


où  ir  par  définition  est  positif  et  au  moins  égal  a  i ,  on  voit  que  l'accé- 
lération est  négative  tant  que  »•  est  compris  entre  les  racines,  c'est- 
à-dire  que  le  mouvement  descendant  s'accélère  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 


A  ce  moment  l'accéléralion  devient  nidle  et  la  vitesse  est  donnée  par 
l'équation  ■_ 

/•  î  c 

En  se  reportant  d'ailleurs  à  léqualion  de  la  branche  descendante, 
on  voit  que,  })our  une  valeur  de  »'  supérieure  à  -»  la  quantité  sous  le 
signe  L  devient  négative  et,  par  suite,  y  imaginaire.  Pour  ir  =  ->  on  a 


Ainsi  la  vitesse  linute  n'est  atteinte  cpi'à  —  oc 
Passons  maintenant  au  j)n)l)léme  général. 
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A  l'action   de  la   pesanteur. 
lui  désignant  par 

X,  y  les  coordonnées  d'un  jjoint  de  la  trajectoire; 
5  l'angle  d'inclinaison; 
V  la  vitesse, 

les  équations  différentielles  du  mouvement  sont 


clt 


7  ^  —  c[e 


(2)  ^•^-_e(e'--e-'-)sinO-^, 

C^)  •  %    =  tango; 

en  posant,  pour  simplifier  l'écriture,  /;  =  tang5,  on  déduit  de  ce  sys- 
tème 

(  2  bis)  dp  dx  ^  —  gdt^, 

qui  remplace  l'équation  (2). 

On  ne  peut,  dans  un  tel  système,  arriver  à  la  séparation  des  variai)les, 
et  force  est  d'opérer  par  approximation.  Cette  difficulté  se  présente 
dans  toutes  les  équations  de  Balistique,  à  moins  qu'on  ne  suppo.se  la 
résistance  proportionnelle  à  la  première  puissance  de  la  vitesse.  On 
emploie  alors  l'artifice  suivant,  auquel  je  vais  également  recourir. 

Soit,  d'une  manière  générale, /(c)  l'expression  de  l'accélération  duc 
à  la  résistance,  de  telle  sorte  que  l'équation  du  mouvemcnl  projeté  sur 
l'axe  des  a.'  soit 

^  =-/(.)  cos^. 
ou,  en  désignant  par  11  la  vitesse;  horizontale, 

dl  •'  VcosO/ 
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fl.r 

Il  (lit  rf     II     \  r 

il.r  •'  >  oos')  / 
que  l'on  peut  écrire 

iidii  ff    %ii    \  ï  cnsO 

dx  •'  \acosOy       X 

Si  l'on  admet  maintenant  que,  entre  les  limites  que  l'on  considère, 
on  puisse  donner  au  paramètre  a  une  valeur  constante,  telle  que  le 
produit  acos5  s'écarte  peu  de  l'unité,  l'équation  différentielle  se  ré- 
duira, par  approximation,  à 

Il  du  f,  ^ 

où  les  variables  sont  séparées. 

Dans  le  cas  de  tirs  sous  de  petits  angles,  on  se  contentera  de  prendre 
ime  seule  valeur  pour  u.  :  pour  le  tir  sous  de  grands  angles,  on  suIj- 
divisera  la  trajectoire  en  plusieurs  arcs,  à  chacun  desquels  on  affect<M'a 
une  valeur  convenable  de  x. 

D'après  cette  méthode,  l'équation  (i)  sera  remplacée  par  l'équation 
approchée 


■illd{-J.II)  L.    .  _Aa!„:\ 

dx  ^  ' 

Cette  équation  n'est  autre  que  celle  que  nous  avons  rencontrée  dans 
l'étude  du  mouvement  horizontal,  en  y  remplaçant  wpar  a?/;  la  même 
anaivse  conduira  donc  à  l'équation 

{'\  _  '         j     J  —  I     Jq  +  I   ^ 

en  posant 


i6o 

Désignons 


Libca  par  /«, par  n,     par  a?  =  -^ 

il  vient,  en  résolvant  (  i  !  par  rapport  à  z. 


(a)  hct.-u-  =  \j ; -- 

on  remarquera  que  le  produit  n'e~"'''  est  moindre  que  l'iniité. 

Cette  équation  (5)  donne  la  vitesse  horizontale  en  chaque  point  de- 
là trajectoire  ou  de  l'arc  de  trajectoire  considéré. 

Equation  de  la  trajectoire.  —  L'équation  (2  bis) 

dp  dx  =^  —  g  (II'' 
peut  s'éei'irc 

dp   (<lry 
d.r   \  cil 
OU 

11-^  =-    o- 
d.i-  ^  ' 

et.  en  suhstituant  à  u  sa  valeur  tirée  de  [5]  et  séparant  les  variables, 
il  \ient 

dp  =  —  ffbv.'^ ; d.r. 

I  —  n'e~"''-' 

développant  le  dénomiiialcnr  jiar  rappoi'l  aux  [Mtissancos  tle  rie"""' , 
il  vient 

dp  =_  £^ i dx 

n  e~"'^  H — 77-  e^""-'  +  .  .  . 

ou 

flp  =  _  cil^a^  e'"^ ___: dx 

2  n  - 
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et,  en  effectuant  la  tlivision, 

*  =  --^.''"(.-'t-' -^■'-"")''- 

(in 

,  i'/;//a-;      ,,,,.  n''  ,„_  1"'      _3/«r\     / 

(/f)  =—  -^^^ le'"'^ ~e  '"■' 7^e  ^'"■'    r/a-, 

■2  \  ■•>  iO  I 

et,  en  intégrant  de  zéro  à  r, 

ubiiOL- /c'"'' —  \  II"-  (■'"'■''— 'l  \  II' '('-'""■' —  \\ 


fj  )        P  —  P^  =  ^ 


3  //(  (0  .)/// 


t|ui  donne  rinclin;ii.son  de  la  tangente  en  chaque  point. 

L'équation  (i),  p—^-j^>  substituée  dans  l'équation  :  (j  .  donn( 


,                 ,                 i^hiiT.-  f  e'"^ — I          n-  e -'"■'' — i 
fiy  —  p.,  dx  ^=  —  ■ 1 — 5 -r, 


I" 


\d.r. 


4-)         3/« 
et.  en  intégrant  de  zéro  à  .r, 

^bii'x-  /r'""'—  m.r  —  i  n-  e^"''-l-  m.v  —  \ 

y  'i  ',/«'•  f-^'"-'' -H  3/»./- — I         \ 

'  45  9/»-  ' 

ce  (jni  est  l'équation  de  la  courbe  cheicliée. 

Les  équations  (ô)  et  (7)  peuvent  se  mettre  sous  une  autre  forme. 
I.,es  expressions 


contiennent  x  ç\\  facteur; 

lî?-  '  m'- 

contiennent  .r-  en  facteur,  ce  qui  conduit  à  poser 

'^- — ^  =j:F,(/«a'), 
m 

Juurn.  de  Mcilli.  (i'  série),  lome  IX.  —  M.M   iSSo. 
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et 


a:^li^l 


Il  a  été  ronstruit  des  Tables  des  fonctions  F  et  F, ,  qni  se  rencontrent 
en  Balistique  lorsque  l'on  prend  la  lésistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  (ces  Tables  se  trouvent  dans  les  Ouvrages  de  MM.  Didion 
et  Mayewski),  et  les  écjuations  (6)  et  (7)  se  mettent  alors  sous  la 
forme 

P  =  Pù  —  '~~~r~^\  ^A"^^) r^'(~  m,r)+...    , 

V  =  p^,JC^ -, —  .r-    F(  mr) ^  Fi  —  m.r)  \, 

-il'  •>       ^  J 

en  se  bornant  aux  deux  |)remicrs  ternies. 

Quant  aux  durées  de  trajet,  on  les  déduira  de  l'anabse  faite  pour 
le  cas  du  mouvement  horizonial,  et  l'on  aura 

'^^  ^       y     >,      \u{y.u„\.!b\.in  -h  i)  —  U{rxu\h  \  ^n  -h  i)]. 

1  y  b    ^    y  2  «  H-  I  L      \       "  >      >  I  \         >       >  'I 

Discussion  du  coejjicient  11.  —  Fe  coefficient  n  a  pour  valeur 


et.  si  l'on  remarque  que  le  dénominateiu"  contient  Ua-ui  en  lacleiu', 
ou  est  contluit  à  écrire 

...  2  -f-  Oa-  u-  H h- .  .  - 


h-jL-ii;.   e''*'"; — I  b'x-ur,  lix-tir, 


bi'-ul 


!-+-• 


1.2.3 


b%^  ul  b'x-iil       l)-<x'u'!, 


1.2  1.2. a 

et,  en  effectuant  la  division, 

b^t'ul 


6»- «3  \ 
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Oïl  j)rendra  donc 

2        /  II- y.' Il';' \ 

avec  une  approxiinalioii  d'autant  plus  satisfaisante  que  le  développe- 
ment ne  comprend  pas  de  termes  en  6',  comme  on  le  vérifiera  aisément 
Il  vient  alors  dans  les  deux  équations  de  la  tangente  et  de  la  courbe 


■    \\  mx    —  ^  r,  (—  mx  I 


et 

y  =p„x  —  ■^_  (  i  -+-   '  '^  ""jx-    Yîmx)  —  ^  F!  —  mx)   . 

Il  reste  à  déterminer  le  coefficient  a.  On  se  rappelle  que  ce  coeffi- 
cient doit  avoir  une  valeur  intermédiaire  entre   les  valeurs  extrêmes 

de  — ^  pour  toute  l'étendue  de  l'arc  considéré.  Pour  un  arc  donné  de 

cos6  ' 

trajectoire,  où  9  varierait  par  exemple  entre  20"  et  3o",  on  détermine- 
rait a  à  l'aide  de  Tables  construites  à  cet  effet  et  qui  se  trouvent  dans 
les  Traités  de  Balistique.  Mais,  si  l'on  peut  représenter  toute  la  trajec- 
toire parun  seul  arc,  ce  qui  exige  que  0  varie  un  peu,  c'est-à-dire  que 
l'angle  de  projection  soit  faible  (on  admet  qu'il  ne  doit  pas  dépas- 
ser 10°),  on  peut  chercher  à  donner  à  a  une  valeur  en  fonclion  des 
éléments  connus  sans  recourir  à  la  Table  spéciale.  Dans  ce  cas, 
l'angle  5  varie  depuis  9,  angle  de  projection,  jusqu'à  0°  dans  la  branche 
ascendante,  et  depuis  0°  jusqu'à  une  valeur  un  peu  supérieure  à  0  dans 
la    branche    descendante  :   la    valeur  de   a  doit  donc  être  comprise 

entre et  i . 

L'examen  de  l'équation  différentielle  (ibis;,  comme  celui  des  étjua- 
tions  de  la  courbe  et  de  la  tangente,  montre  qu'en  donnant  à  a  une 
valeur  trop  forte  on  augmente  la  valeur  de  la  résistance  et  Ton  obtient 
une  trajectoire  surbaissée.  jMalgré  cet  inconvénient,  il  est  commode 
d'adopter  ici  la  valeur  trop  forte  a  =  -^'  parce  que  l'on  arrive  ainsi 

au  plus  grand  degré  de  simplicité  dans  les  expressions;  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  qu'il  en  résulte  jjour  les  trajectoires  des  courl)(>s  moins 
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tendues,  et  comme  conséquence   des   valeurs  trop   fortes   poin-   les 
angles  de  projection  dans  les  équations  aux  portées. 

En  introduisant  la  valeur  a=  dans  nos  équations,  on  obtient 

COS  'i 

les  expressions  suivantes  : 

C        /          b- i'W       r,,  I   'ibc      \        /''- „  / —  '\bc     \~\ 
TMn:;.-nU'....      tanqf)  =:  tanço ,    '"    ,        H -°    .r     1-,    -! x] ^  F,    —  ~r]  \ 

(■5CÛS-'f\  12    /         L        \COSCi       /  D  \    COS'Y         /J 

1  iniiTloirc  .  .       )■=;  x  lantr-j ~ —     l  H ]j-\  F     .r 5- F     i)]- 

■'  ■  "^  '         ■2i--cos-o\  12    /       [       \coso     y  i        \  ooso        /J 

Ces  expressions  peuvent  se  metti'e  sous  une  autre  forme,  en  em  - 
ployant  la  notation  des  fonctions  hyperboliques,  dont  les  Tables  numé- 
riques sont  bien  connues;  et  cette  transformation  permet  d'abord  de 
conserver  au  paramétre  n  sa  vraie  valeur,  et  ensuite  de  faire  plus  ra- 
pidement les  calculs  des  formules  ci-dessus  :  car,  s'il  existe  des  Tables 
des  F(c)  et  F, (s),  ces  Tables  ne  sont  qu'à  argument  positif  et  ne  per- 
mettent pas,  par  suite,  d'en  tirer  la  valeur  au  second  ternie  de  la 
parenthèse. 

En  adoptant  donc  les  notations 

SliA  =  >     ChA  =  ,     Tli/.  = r, 


qui  définissent  les  fonctions  hyperboliques,  nous  aurons 


dans  l'hypothèse  a=  );  d'où 

•    *  r-no.  n   /  ^ 


''•■'i  lii-i 


e  "  -\-e      '  ,,    ^1    hff. 

n  =  -r-, T--  —  Cot  h  — 5 

•"•J  '"'5  ■> 


(dans  le  cas  général,  on  aurait  /;  =1  Colh  '"-"^  et  l'on  écrirait  dans  les 
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formules,  pour  dégager  le  facteur  liy-'W;,, 

n  =  ■   .,    .,  Cot  h av.-  u,,    . 


16.". 


D'autre  part,  on  a 
F,  —  mx)  = 

et,  de  même, 

F;  —  mx)  =^ 


(.-mx  _  ,  , 


(  _  e'"'-  +  ,  +  e"""  —  e'"' 


—  mx  III. V 


=  —  ¥,(  mx,  + 


—  e'"-^  -^  mx  -h-  i  +  e^'"-"  -F  e'"-^  —  2  ) 


F;  —  mx)  =  —  ¥{mx) 


2  Ch  m.r  - 
\ni'^x'- 


4Sh^- 


—  F(mx)  + 


ShV 


F{  —  mx)  =  —  ¥{mx)  +  2 


Eu  faisant  les  substitutions  de  ces  expressions  dans  les  équations,  ou 
obtient 


y  =r  ,T  tang'j  —  7-y- 


X  '  F[mx)  -h  ^r 


^)(':,Coth  — 


Y[mx)  —  2 


y  =  a-  tang'j  —  ,  '     ,    (-.ot  li  — - 1  i  -1-  -^ 


et,  de  même, 


tan «5  =  tango ^-^Coth  —-  (  i  +  -y- 


2'î  .,,   ,  '" 


F(wa-) 


F, (ma-) 


~3~      Sliw 
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L'équation  aux  portées,  qui  donne  l'angle  de  projection  correspon- 
dant à  une  portée  donnée,  s'obtient  en  faisant  y=  o  dans  l'équation 
de  la  trajectoire  et  l'on  a 

ou,  avec  les  notations  hyperboliques. 


SUl  20  =  ' (  .ot  11  — -    14 ;r 


Vcosï 


¥)( 


cosœ     I 

CO<Ç      '    _J 


équations  qui  se  résoudraient  par  rapport  à  œ  par  une  méthode  d'ap- 
proximations successives,  dans  laquelle  on  donnerait  successivement 
à  cosQ,  dans  le  second  membre,  les  valeurs  correspondant  à  la  valeur 
obtenue  précédemment  pour  a.  Mais  il  est  inutile  d'insister  sur  ces 
questions,  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'applications  pratiques. 

effectivement,  tous  ces  résultats  ont  été  obtenus  en  considérant  le 
projectile  comme  un  point  matériel,  comme  un  disque  élémentaire,  ce 
qui  est  loin  d'être  les  conditions  de  la  pratique  :  on  n'a  donc  tenu 
aucun  compte  de  ses  formes  extérieures,  et  l'on  a  admis,  en  outre, 
qu'il  ne  s'élevait  pas  assez  haut  pour  que  l'on  ne  pût  considérer  la  den- 
sité et  la  température  de  l'atmosphère  comme  constantes,  et  enfin  que 
l'arc  décrit  était  assez  faible  pour  que  l'on  prit,  sans  erreiu-  sensible. 


Ce  sont  tous  ces  éléments  qu'il  nous  faut  maintenant   introduire 
successivem(>nt  dans  notre  anaivse. 


I^'FLUF.NCE    DE    LA    FORME     ANTERIEURE    OU     MOBILE. 

Nous  venons  d'étudier  le  mouvement  d'un  projectile  considéré 
comme  point  matériel,  ou,  pour  être  plus  exact,  d'un  mobile  assinn'lé 
à   lui  disque  élémentaire  se  mouvant    noimalemeiit  à   sa   suiface   i-t 
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éprouvant  sur  ses  deux  faces  des  pressions  p ,  p"  dont  la  différence 
donne  la  mesure  de  la  résistance  par  unité  de   surface.  Il  convient 

Fis-  3. 

1., 


maintenant  d'examiner  l'influence  de  la  forme  antérieure  du  projec- 
tile et  de  calculer,  en  tenant  compte  de  cet  élément,  la  véritable  va- 
leur de  la  résistance. 

On  admet  généralement  que,  pour  passer  de  la  pression  correspon- 
dant à  un  mouvement  du  disque  élémentaire  normal  à  la  surface  à  celle 
qui  correspond  à  un  mouvement  oblique,  il  suffit  de  considérer,  au 

Fig-   'l- 


lieu  de  la  vitesse  de  translation,  la  composante  de  cette  vitesse  suivant 
la  normale  à  la  surface  du  disque  et  prendre  dans  les  formules  (soit 
de  Navier,  soit  de  Zeuner),  au  lieu  de  la  vitesse  c,  la  vitesse  t'cosa. 

M.  Athanase  Dupré  admet  cette  loi,  tout  en  faisant  remarquer  que 
son  exactitude  est  loin  d'être  indiscutable,  et  que  la  composante  paral- 
lèle à  l'élément  doit  également  intervenir.  Je  me  contenterai,  à  sou 
exemple,  de  cette  approximation,  ou  plutôt  j'adopterai  les  conclu- 
sions du  raisonnement  approché  qui  va  .suivre,  conclusions  qui  sont 
d'accord  avec  celles  de  l'hypothèse  ci-dessus. 

Considérons  un  projectile,  constitué  par  un  corps  de  révolution, 
animé  d'une  vitesse  V  dans  le  sens  de  son  axe,  et  imprimons-lui,  ainsi 
qu'à  l'air  ambiant,  une  vitesse  —V,  ce  qui  ne  change  rien  au  mouve- 
ment relatif.  Il  restera  immobile,  tandis  que  l'air  s'écoulera  lelongdes 
parois.  Nous  aurons  ain.si  un  fdet  gazeux,  à  la  pression /)„.  qui  arri- 
vera au  sommet  A  et  s'écoulera  le  long  de  l'ogive.   En  un  point  M. 
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la  vitesse  de  translation  ne  sera  pins  que  la  composante,  suivant  la  tan- 

Fi:T.  5. 


ç;ente  en  M,  de  la  vitesse  Y,  c'est-à-dire  csinS'.  En  faisant  donc,  dans 
la  formule  de  Navier, 

ii,  =  \,     p^z=  p^,     ii„  =  Y<,\nO', 


f        Px 


Pr  étant  la  pression  en  M,  ou 


On  voit  que  nous  négligeons  ainsi  l'influence  du  frottement,  puisque, 
par  l'emploi  même  de  la  formule  de  Navier,  nous  admettons  la  con- 
stance de  la  température  du  fdet  gazeux. 

En  acceptant  la  formule  [i]  sous  ces  réserves,  nous  en  tléiluii-ons  la 
pression  totale  sur  l'ogive.  Au  point  M,  en  effet,  on  peut  décomposer 
la  pression  p^.,  normale  à  l'élément  en  deux  composantes,  l'une  per- 
pendiculaire à  l'axe,  et  qui  aura  pour  valeur  pj-sinO',  et  l'autre  paral- 
lèle à  l'axe,  Pj:COs9',  et  sur  le  parallèle  élémentaire  mm' MM',  on  aura 
les  composantes 

p,.  sinSV/c-, 

/J^COsS'rf'7, 

{h  étant  Taire  élémentaire,  que  Ion  peut  représenter  |)ar  JTi.rr/.ç,  (h 
étant  l'élément  MM'. 

La  composante  parallèle  à  l'axe  est  la  seule  qui  |)uissc  agir  sur  le 
nir)uvement  de  translation  dn  projectile,  l'autre  com|)os;nitc  ne  pro- 
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cliiisant  qu'une  compression  sur  le  métal  :  elle  a  pour  valeur 

r,         (Ix 
ou,  comme  cos&  ^=  — r> 
lis 

■i-.rp^.dx. 

On  aura  donc  la  pression  totale  en  prenant 

P  =  -iT^Jxp^dx 

entre  les  limites  de  x  correspondant  aux  points  A  et  B. 

Les  projectiles  actuellement  en  service  sont  formés  d'une  partie  cy- 
lindrique, terminée  par  une  ogive,  engendrée  par  la  résolution  d'un 
arc  de  cercle  qui  est,  en  général,  tangent  à  la  génératrice  du  cylindre, 


ou  qui  est  si  peu  incliné  que  l'on  peut  négliger  cette  inclinaison.  I.c 
projectile  est  dit  ogival  lorsque  la  courbe  se  continue  jusqu'au  sonnucl 
comme  dans  la  figure  :  il  est  dit  oblong  lorsqu'il  se  termiiu"  |)ar  un  mé- 
plat ah  normal  à  l'axe. 

Pour  les  [)rojectiles  ogivaux,   nous  aurons  donc   à   prendre   lintc- 
grale 

P  =  2  71 //>.,.. i(/.r 

le  long  d'une  courbe  AS  continue  et   parfaitement  définie;  pour  les 

Joiun.  tic  .Ua!lt.{:i<-  série),  lomo  IX.  —  ^Iai  iS83.  ^'-i 
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projectiles  oblongs,  il  faudrait  prendre  l'intégrale  le  long  de  A«,  puis 
calculer,  d'autre  part,  la  pression  sur  le  méplat,  et  la  composer  avec 
celle  sur  la  paroi  ogivale  :  toutefois,  vu  les  faibles  dimensions  du  mé- 
plat, il  conviendrait  dans  la  pratique  d'assimiler  l'obus  oblong  à  l'obus 
ogival;  mais,  dans  l'étude  théorique  cjui  nous  occupe,  on  ne  s'atta- 
chera (ju'aux  projectiles  ogivaux,  afin  de  pouvoir  obtenir  exactement, 
d'après  les  formules,  la  valeur  de  la  pression  résultante. 

Soit  donc  nn  projectile  ogival,  engendré  par  la  révolution  autour  de 


l'axe  OS  de  l'arc  do  cercle  SA,  puis  de  la  tangente  AT  au  point  A.  Soient 
J{  le  ravon  ('.S,  î/,  l'angle  ACS,  on  a,  en  M, 

cos5'  =^  sin5, 
d'oii 


P=  2  7:/;„  f  e'" '■'•'"■  \vd.i 


et,  comme  a?  =  PO  =  PC  —  OC, 


X    =R(cosÔ  —  cos(5|), 
dx  =  —  Rsin5f/9, 


r" 

P  =  27;R7;„  /    «'"""'""^(cosC,  -  cos(/ )  sin^Jr/^ 
c'est  cette  inlégralc  dclinic  (pi'il  s'agit  d'évaluer 
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DE  l'intégram;  DÉFINIE    /    e*''*'"""^ (cos6 ,  -  cos(5 )  siii  W/!} . 

C'.ette  intégrale  est  la  différence  A  —  B  des  deux  intégrales 

A  =  /    e'"'"'  "'"■  ^  cos  5 ,  sin  5  6?5 
et 

B=/    e'"'''"'^cos5sin5</0. 

I"  Calcul  de  A.  —  On  a 

g«..=  sin--6^g6>  =  g  4-cos=o^     ^j'o^i     A  =  e'"'"  cos  5 ,  /    c'"'''^"^''' sin  5  f/5 

•-  », 

Posant,  pour  abréger  l'écriture,  bv^  =  v'-;  posant,  en  outre,  cos5  =  ; 
ce  qui  donne,  pour  les  limites  s  =  i  et  s,  =  cos5,,  on  aura 

A  =  e''cos5,  /    e~'''''''  —  dz 
ou 

A  =  -,  e'''cos5,  /     e~'-'''"v'dz. 
'  ^  1 

Nous  avons  déjà  rappelé  qu'il  existe  des  Tables  de  la  fonction 

n(0  =  ^  f  (^~'' '^^ 

et,  d'après  cela,  nous  aurons 

A  =  Çcosj, ^-^  [n(r'=,)  -  my)  =  n((''cose,)  -  n-.-')], 

2°  Calcul  de  R.  —  On  a 

B  =  r  e*'"'''"''*sin!/cos5f/$ 

OU 

B  =  —  1      e'''*'""'2r-sin5cosÔ  f/5  =  fA''-sin=  5  ), 

ai'-./,. 


et,  en  intégrant, 

21         ^  ' 

L'expression  A  —  B  devient  donc 

_i_^g.'=5in6,  _  ,)_  Vf  ^  cos5,[n(f')-  r^i^'cosS,)], 

et,  en  se  rappelant  que  nous  avons  écrit 

F.(0  =  ^ 
et  qu'il  existe  des  Tables  de  F,  [l),  on  a  finalement 

P  =  2-R->oj^^F,(t''^sin  =  5,)-  ^  Çcos5,inV)  -  Il  (f'cos$,)j  j- 

On  peut  donc,  pour  un  projectile  donné,  calculer  la  valeui-  de  P 
pour  toutes  les  valeurs  de  v'  et  par  suite  de  v. 

Mais,  pour  la  solution  analvtiquedes  problèmes  de  Balistique,  celle 
valeur  de  P  en  fonction  de  v  est  beaucoup  trop  compliquée  :  ell<M'en- 
ferme  des  transcendantes  qui  ne  se  prêtent  nullement  à  des  intégrations 
ultérieures.  Force  est  donc  de  chercher  à  représenter  P  par  une  autre 
fonction  en  différant  suffisamment  peu  dans  les  limites  des  valeurs  de 
cque  l'on  considère  et  se  prêtant  aux  recherches  de  l'Analvse. 

Reprenons  à  cet  effet  l'examen  de  l'intégrale  définie 

/■»    , 

/    e'"*'""'(cosS,  —  cos5)sin5rf5 

r" 

c""  1    e-'"''"*''(cos!/|  —  cosô)sin5  (/!5, 
soit,  en  posant  cos5  ^z  connue  jihis  haut, 

é'i    -  e"'-^'-  {z,-  z)dz  =  e""-  f   c"  ""^'  ( .- ,  -  z)  dz . 
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Développant  e "'''  en  série 


Nous  aurons,  en  multipliant  chacun  des  termes  de  ce  développement 
par  {z  —  z,)dz  et  intégrant  de  i  à  z,,  une  série  de  termes  (pii  repré- 
sentera la  valeur  de  l'intégrale  définie  que  nous  étudions.  Ce  déve- 
loppement est  licite,  car  aucun  des  termes  ne  devient  infini  dans  les 
limites  de  l'intégration.  Le  terme  général  de  ce  développement  sera 

T„=e'-f{-:r^{^,-^)dz 

ou 

T„  =  ^  t^'^-e*"  r"(s="-'  -  z,z'")dz 
II-  J. 

ou 

ou  enfin 

T    =  ^.ZLLll 'iZ^ ^  [(  2«  +  ,  )  -  (2«  +  a)  s,  +  =;'"']• 

Le   trinôme  en  r,  admet  la  racine  z,  =  i  pour  racine  double;   ou 
peut  donc  écrire 

î \(2n-hi)-i2n  +  2)z,-i-z';-"'-^-']={i-z,y-!D.„{z,) 

en  posant  .,„., 

<P2h(,^|)—  (,  _  jj)2(2rt-+-   l)(2rt  +  2) 


(2/H-l)(2«4-  2) 
_2«-l 


D'après  cela,  la  pression  résultante  V  peut  se  mettre  sous  la  (orme 

?  =  ttRVoC'Xi  -  =,)'(>o  +  «.»'"+  fl,t'"'  +  ...+  fl„e-"  +...). 
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en  posant 

et  l'expression 

n'étant  aiilre  que  l'aire  de  la  section  droite  du  cylindre  base  de  l'ogive, 
que  nous  désignerons  par  S,  il  vient 

P  =/?„Se''"(rt„  +■  a,r'-  +  .  .  -ha„i>''"  -t-...) 

En  remarquant  que  «„  =  i ,  et  que  les  signes  sont  alternés  dans  le 
polynôme,  on  est  conduit  à  chercher  à  le  représenter  par  une  expres- 
sion de  la  forme  e~^'"'  ).  étant  une  constante  à  déterminer,  ce  qui  don- 
nerait pour  P  la  valeur 

P  =  />o S &'■  e-'""  =  /Jo S e' '  -'  '■" 

ou,  en  posant  i  —  ).  =  /5, 

P  =p„Se^''- 

I^e  paramètre  ^j  sera  moindre  que  l'unité,  en  \aleur  absolue,  par- 
définition,  et  il  doit  être  positif:  on  a  en  effet 

qui  a  le  signe  de  p,  et,  d'autre  part,  en  différentiant  par  rapporl  à  r'' 
l'expression 

P  =  2-R-/;o  f  e"""'"'-"  (cos5,  —  cos5;sin'^  r/5, 
il  \ieiit 

^=  2nR-/'o  /   <?''"*"'"'(cos!5,-cos5)sin^'5f/5  : 

or  celte  e\j)ression  se  compose  d'une  sonnne  d  clcnicnts  po.sitils.  car 
le  factenr  e''*'"  '^sin'5  est  constanniient  jiositif.  el.  de  0,  à  o.  les  ilenv 
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facteurs  (cosî,  —  cosî'j  d'une  part  et  f/5  de  l'autre,  étant  négatifs, 
donnent  un  produit  positif. 

L'expression  -pr-,  étant  positive  dans  les  limites  considérées,  il  doit 

donc  en  être  de  même  de  /3. 

Reste  à  calculer  numériquement  ce  paramètre  ^S  et  à  se  rendre  ainsi 
compte  de  l'approximation  obtenue. 

On  l'a  calculé  pour  des  valeurs  de  5,  égales  à  87"  et  45",  cjui  sont 
les  valeurs  correspondant  aux  projectiles  ogivaux  en  usage,  et  |)oin' 
des  valeurs  de  c'  variant  de  o,  5o  à  i,  5o.  Dans  les  conditioiLs  expéri- 
mentales admises  (  température  de  i5"  et  densité  de  l'atmosphère  égale 
à  I,  208,  ce  qui  correspond  à  la  pression  760""",  lorsque  l'air  est  à  moitié 

saturé),  la  valeur  de  h  est  égale  à  — ^  •  Les  variations  de  c'  de  o,  kj  a 

I,  5o  correspondent  à  des  variations  de  la  vitesse  v  depuisa/o'"  jusqu  à 

63o",  ce  qui  comprend  tous  les  cas  des  tirs  actuels. 

Les  Tableaux  ci-dessous  montrent  la  comparaison  des  valeurs  ohtc- 

P 
nues  pour  — ^  par  la  formule  exacte  donnée  ci-dessus  et  par  la  formule 

exponentielle  approchée  e^''"' .  On  voit  tjue  les  écarts  sont  très  faibles,  et 
sont  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs,  ce  qui  permet  d'admettre  la 
sidjstitution  de  l'une  des  fonctions  à  l'autre  sans  qu'il  en  résulte 
tl'erreur  sensible  dans  les  applications. 

An^le  de  45",  ?  =  o,  1878. 
p 

\'aleiir  tic 

r.  v' .  exacte.  approcliéc. 

210 O.ÔO  I-'JI'J  I^o4*^ 

3i5 0,7.")      I  .  107     1,111 

420 I  ,  00  1,212       1  ,  207 

525 1,25      1,225     1,226 

63o I  .  5i)      1 ,  556     1 ,526 

l/i-/t'^/e  37",  fi=:o,  i33. 

210 o,5o      i,o35     1,034 

3i5 0,75      I  ,o85     1,078 

420 1 , 00      1 , 1 34     1.142 

525 1 ,  25      1 ,  208     1 ,  23 1 

63o 1 ,5o      1 ,356     i  ,349 


Ilil 

Ter 

CMC,-. 

— 

0. 

00  1 

-+- 

«i 

00  4 

— 

'■'>: 

00  5 

+ 

O; 

,001 

— 

0, 

,oo3 

_ 

0 

,001 

— 

0 

,007 

-h 

0 

,008 

-h 

0 

,023 

_ 

0 

,007 

INous  admettrons  donc,  dans  la  suite  de  ce  travail,  que  l'on  peut 
représenter  la  résistance  de  l'air  sur  la  partie  antérieure  des  projec- 
tiles ogivaux  par  la  formule 

le  paramétre  b'  ou  j3è  étant  déterminé  par  des  calculs  théoriques,  sans 
rien  demander  à  l'expérience  ('). 


BALISTIQUE     DES    PROJECTILES    OGIVALX. 

Nous  venons  d'établir  dans  les  lignes  qui  précèdent  l'expression  de 
la  résistance  opposée  par  l'air  au  mouvement  de  la  partie  antérieure 
du  projectile,  et,  en  désignant  par  S  la  section  droite  et  par/j„  la  pres- 
sion atmosphérique,  nous  avons  trouvé  pour  valeiu- 

p.Se''". 

Comme  nous  avons  admis  que  le  projectile  restait  couché  sui-  la 
tangente  à  la  trajectoire,  nous  n'avons  pas  à  tenir  compte  des  pres- 
sions sur  la  partie  cvlindrique.  Cependant  le  projectile  est  muni,  dans 
le  \  oisinage  du  culot,  d'une  ceinture  de  cuivre,  faisant  luie  légère  sail- 
lie sur  le  contour,  dont  le  rôle  a  été  d'obturer  l'àme  de  la  pièce  et  de 
faire  prendre  à  l'obus  le  mouvement  de  rotation  sous  l'action  des 
ravnres.  L'influence  de  cette  ceinture  est  incontestable  au  point  de  vue 
balistique  :  de  sa  position  et  de  son  fonctionnement  tiépendent  la  ré- 
gularité de  départ  de  l'obus  et  sa  stabilité;  mais  il  ne  send)le  pas 
([u'elle  ail  une  grande  importance  en  tant  qu'obstacle  opposé  à  l'écou- 
lement de  l'air  le  long  des  parois,  et  nous  avons,  en  conséquence,  né- 
gligé d'en  tenir  compte. 


(')  l'diii-  les  aj)|)licalioiis  on  a  une  valeur  suflîsaiiiiiu'iil  ap|)r()cliée-(ie  //en 
|iiciiaiil  le  eocITieient  du  leruie  eu  c^  du  développement  en  série  de  la  \aleui  de 
I'  lii'iliiile  lie  la  (<irniule  exacte,  soil 

, ,         3  —  9.  cosO  —  cos'O 
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Par  contre,  lorsque  l'air  arrive  à  l'extrémité  de  la  paroi  latérale  du 
projectile,  il  se  répanci  à  l'arrière  du  culot  et  il  y  aurait  lieu  d'étudier 
de  quelle  façon  se  produit  cet  écoulement.  Cette  question  ne  semble 
pouvoir  se  résoudre  qu'à  l'aide  d'hypothèses  plus  ou  moins  hasardées, 
et  ne  pas  comporter  de  solution  aussi  précise  que  celle  des  pressions 
sur  la  partie  antérieure,  où  l'on  avait,  au  moins,  des  indications  sur  le 
trajet  imposé  aux  filets  gazeux  par  la  forme  de  l'ogive.  Son  examen 
fera  le  sujet  de  recherches  ultérieures.  Toutefois,  en  se  reportant  aux 
considérations  qui  ont  été  exposées  à  propos  du  disque  élémentaire  et 
qui  ont  conduit  à  l'expression  //':=  ^„e~*^',  on  est  amené  à  étudier 
analytiquement  le  problème  du  mouvement  des  projectiles  en  repré- 
sentant la  poussée  par  une  expression  p  =  p„e~''^',  la  détermination 
du  paramètre  b"  devant  faire  l'objet  du  travail  ultérieur,  annoncé  plus 
haut.  Cependant,  on  peut  dire,  dès  à  présent,  qu'il  devra  être  moindre 
que  b,  car  nous  avons  obtenu  p"  =  p^e^''^'  en  ne  considérant  au  culot 
que  l'action  des  gaz  compris  dans  le  prolongement  du  cvlindre  qui 
forme  le  corps  de  l'obus,  et  à  cette  pression  il  faudrait  ajouter  celle 
provenant  des  gaz  extérieurs  à  ce  cylindre,  qui  viennent  également 
combler  le  vide  laissé  derrière  lui  paï*  le  projectile. 

Nous  allons  donc  examiner  la  question  du  mouvement  lorsque  la 
résistance  est  représentée  par  une  expression  de  la  forme 

R=p„S[e'-'--e-'"-). 

En  désignant,  comme  plus  haut,  par  P  le  poids  du  projectile,  et  par 
c  l'expression 

l>     ' 

conservant  d'ailleurs  les  mêmes  notations  pour  les  éléments  de  la  lia- 
jectoire,  nous  aurons  le  système  d'équations  différentielles 

! cos5. 


dKr 
fit- 

= 

- 

c[ 

•^AV= 

- 

e 

b■■^■■^ 

d\v 

= 

- 

c[ 

■/'■■ 

- 

e 

b\': 

dy 

dx 

= 

P 

= 

tang 

\0 

Jour/i . 

/te 

Math 
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>u 
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A  ce  systèmi",  nous  substituons,  par  la  même  marche  que  celle  qui 
a  déjà  été  sui\ie,  et  à  l'aide  de  l'introduction  du  paramètre  a,  le  sys- 
tème 

d.r  , 

-77  ^  «  =  l'COS?, 

at 

^  =  —  ^, 
dx  u- 

dy  =  ptlx, 

a'I^  =-  c{e'"''-"'-e~''''''"'-): 

dx  ^  ' 

cette  dernière  équation,  en  posant  v.u=  u' ,  s'écrit 

,  II' du' 

—    Crj.  dx  =    -r—, TTT-T-, 

c''  "  -  —  c-''  "  - 

et.  en  substituant  la  valeur  de  dx  dans  les  autres  équations,  on  arrivera 
au  système 

r      II' du' 

~    CV.X=    l     -rr—, TTT-r.J 

,?a     r  II' du' 

I  —  ~  j    „'n^c'''i' -  —  €-''"""■) 
et,  par  suite, 

11  "  II' du'  r  a' 

dV  =  pdX  ^= ^   -r^-. r,r-r.     I        „,    ,.   .. 

r  ^^.i   f,h  u  -  _  ^,-1,  u-  J    „'2  (  gh  u  ■ 

L  f ^ 


u'  du' 


l 


du' 


~b-li' 


Mais  cette  solution  n'a  qu'un  intérêt  purement  théorique;  eflecti- 
vement,  si  l'on  peut  toujours  obtenir  la  valeur  de  x  sous  forme  finie 
(comme  il  est  aisé  de  s'en  rendre  compte  en  pos;int  «'*  =  kz,  k  étant 
inie  constante  égale  au  dénominateur  conuiiun  des  deux  nombres  b' 
et  b"),  il  n'en  est  pas  de  même  des  autres  expressions,  qui  tlevraient 
être  développées  en  séries,  et  les  termes  de  ces  développements,  qui  se 
rattacheraient  poiu-  la  plupart  au  type  du  logarithme  intégral,  seraient 
eux-mêmes  d'un  calcul  fort  compliqué 

On  est  donc  conduit  à  chercher  à  prendre  .»•  pour  variable  iu(lep<Mt- 
danlc,  quitte  à  sacrifier,  pour  cela,  un  peu  de  rcxaclitudc  de  i'ana- 
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lyse  et  à  se  contenter  d'intégrations  ap|)rochées;  et,  pour  cela,  il  v  a 
lieu  de  chercher  à  intégrer  l'équation  différentielle 

,  u' du' 

—   CadX  =    -rr-n -v^,  , 


di'  telle  sorte  que  l'on  puisse  résoudre  par  rapport  à  it"-  léquation  ob- 
tenue et  substituer  ensuite  la  valeur  de  u"-  ainsi  trouvée  dans  les  érpia- 
tious 

dp  ff  ir^' 

de  II-  11'- 

et 

dj  =  p  dx, 

ce  qui  permettra  d'exprimer^  et  y  en  fonction  de  la  variaijie  indépen- 
dante X. 

De  l'inlcgralc  dc/hiie   1     -fr^^. zï^tt'"  —  ^"  |jeut  écrire  la  fonction 

placée  sous  le  signe  / 


g(b'+b")H'- j 

L'analyse  fiute  précédemment  nous  permet  de  nous  rendre  compte 
de  la  valeur  de  h',  puisque  nous  avons  appris  à  calculer  ce  paramétre, 

et  nous  pouvons  dire  que,  dans  les  limites  de  la  pratique,  on  ama  -^ 
compris  entre  o,i  et  o,a,  h  étant  toujours  la  constante  — —  • 

Quant  à  la  valeur  de  '  ,  nous  en  avons  ajourné  l'étude,  remanpiant 

seulement  qu'elle  devait  être  moindre  que  1  iinilé. 

On   peut   maintenant    mettre  la    différentielle  sous    une    des    deux 

formes 

''"-'■'....      ..-^"■ 

—  u'  du' 


g(l>'+0"  )'•'•■ 

et 


^..e(b'+''"1""- II' du' 


i8o 
ou 


l'ùti:],,-- 


dans  le  premier  cas,  et 


■2 1,  h  +  O  ) 


clai)s  le  second  cas. 

Par  suite,  en  considérant  un  arc  de  courbe  limité  aux  points  oii  les 
valeurs  de  n'  sont  ii\  et  u'.,  nous  pourrons  obtenir  une  valeur  appro- 
chée de  l'intégrale  cherchée  en  prenant,  dans  le  premier  cas, 


et,  dans  le  second. 


.,6'+//r  c^).-^, 


( ■         '         y  p{b'+i>')u- , 


A  et  C  étant  des  coefficients  constants  déterminés  par  la  condition 
d'avoir,  le  premier,  une  valeur  intermédiaire  entre 

e   -     '      et     e   ' 
et  le  secontl,  une  valeur  intermédiaire  entre 

pouivu  que  ces  valeurs  Umites  ne  soient  cpie  très  peu  différentes. 

Toutefois,  pour  que  cette  méthode  soit  admissible,  elle  d(!vra  être 
appliquée  au  calcul  de  l'arc  entier  u\,  a.,,  et  ce  n'est  que  pour  les  élé- 
ments du  point  limite  u\  que  l'on  peut  admettre  une  approximation 
suffisante  :  il  se  peut  qu'entre  u\  et  «...les  valeurs  réelhs  et  appro- 
chées de  X  diffèrent  notablement,  mais  les  points  extrêmes  srraieni 
sensiblement  exacts. 
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De  ct'tte  manière,  on  obtiendra,  pour  x,  l'une  des  deux  valeurs 

—  ■i{b  +  b")cot.x=  AL   ,^;^^.,. 1-  const. 

et 

—  2(6'  +  h")c7.x  =  CL(e'*'^*"'"''  —  i)  +  const. 

En  posant,  dans  la  première  formule, 

2  (  />'  +  b")  C-J.  ;  /  ;  //  r. 


—  mx  =  ^^-rr^. h  const. 

Cette  expression  a  la  même  forme  que  celle  qui  a  été  obtenue  dans 
l'étude  de  la  Balistique  du  point  matériel,  et  qui  était 

—  mx  =  L  -!-r-. 1-  const. , 

e'""""  -H  I 

où  l'on  avait  m  =^  L\bca. 

Les  autres  équations  du  système  sont  d'ailleurs  identiques;  il  en  ré- 
sulte que  toute  l'analyse  déjà  foite  est  applicable,  et  par  suite  toutes 
les  formules  finales,  à  la  condition  d'y  substituer  à  m  et  à  b  les  va- 
leurs 

h'  H-  b"  ,       h'  4-  b" 

2 — : — -ca     et 

A  2 

L'autre  valeur  de  x  donnera  lieu  à  de  nouveaux  calculs  et  à  l'éta- 
blissement d'un  nouveau  système  de  formules,  et  l'on  devra  recouiir 
à  l'un  ou  à  l'autre  svstème,  selon  que  l'approximation  sera  plus  forte 

et  que  l'on  pourra  prendre  avec  moins  d'erreur  une  valeur  moyenne 

b"  -y  ,. 
soit  pour  e   ^       ,  soit  pour  e~*"",  ou  que  les  variations  de  ces  deux 
exponentielles  seront  plus  faibles  entre  les  deux  limites  consitlérées: 
dans  le  premier  cas,  on  prendra  les  formules  du  point  matériel,  et. 
dans  le  second  cas,  celles  que  nous  allons  établir. 
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Nous  avons  d'abord  l'expression 
—  mx  =  L 
n  étant  iiiie  constante,  en  posant 

et,  en  déterminant  la  constante  à   l'aide  de   la  valeur  ;<„  de  //  pour 
X  ^=  o,  ')n  aura 

n  =  e""''  —  i 
et  enfin 

mx  —  \.-^-i 

ou,  en  résolvant  par  rapporta  u  ^  olu,  afin  d'exprimer  la  vitesse  en 
fonction  de  la  variable  indépendante  x, 

ou 

(i)  B«'H=  =  L(n-/2e-""!. 

Nous  avons,  en  outre,  les  autres  équations  établies  plus  haut, 
,    >  dx 

(3 )  H  =  t' cos 5  =  «'  ,  , 

fi)  #^=-^^' 

5  )  dy  ^  p  dx, 

et  nous  allons  chercher  à  en  déduire  l'équation  de  la  courbe.  Substi- 
tuant, à  cet  effet,  dans  (4)»  ^  "'  sa  valeur  tirée  de  (i),  il  vient 


cLc  \.{i  -+-  ue~"'-') 

,  ,,    .,  d.r 

f^  "  L(n-/je--"'-») 
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T/iiitégrale  définie  du  second  meml)re  n'existe  pas  sous  forme  finie  : 
il  y  a  lieu  de  l'évaluer  à  l'aide  d'un  développement  en  série  convenable. 
Soit,  à  cet  effet, 

n-  = 


<', 


L(i  -+-  ne-""")  =  2(  s  4-  -  +  X 
et,  par  suite, 


.)  =  2  =  (i  +  |  +  ^+---) 


dp  =  -  g]]a^dx— ^^ -, 

ou,  en  effectuant  la  division, 

c'est-à-dire 

B  a-  /a  -+-  ne 


dp  =  —  §~^\     ne-""^        ~  3  2  -h  ne-'"-"  '     '  "  /    '   ' 

en  se  bornant  aux  deux  premiers  termes  du  développement  et  en  posant 
/i' =z  -,  pour  simplifier  l'écriture,  on  obtient 


H  a-/  ,    ,„r  l  '"? 


et  intégrant  de  o  à  x  et  désignant  par/Jo  la  valeur  initiale  de  /;, 

Ba-f            2«'{e'"''— i)     I    T  ^- +  '"'"'"  n 
((,)  p-p^  =  -g--\.r+^-;^^ _L_— ^-J, 

équation  qui  donne  l'inclinaison  de  la  tangente  en  fonction  de  l'ab- 


i8/j 


En  substituant,  dans  cette  équation  [b),  a  p  sa  valeur  p  =z  j-,  on 


,  ,  Bol-/  ,{'"'^—1  1     _    2  +  /ie-"''\     , 

ou,  intégrant  de  o'ax, 

B  a-  /.c-              ,  e"'^  —  mx  —  i  \  B  x-  „ 

r  —p„x  =  —  s;  — 1-2/1 3 —  ^  ? —  1» 

en  désignant  j)ar  T  l'expression 

que  nous  allons  calculer. 

Cette  expression  n'est  pas  intégrable  sous  forme  finie;  posons  donc 


d'où 


et  prenant  à  la  place  du  logarithme  le  premier  terme  —  iz  de  son  déve- 
loppement, on  aura 


!  H     /T*        I  —  e' 


/i  -t-  4   /  «  I 

i/o  «  -+-  'l 


T  =  - — T  \   IX  +  1  ' 

«4-4 


Sous  cette  forme,  l'expression  T  n'est  pas  pratique  pour  des  calcula 
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numériques;  pour  la  simplifier,  on  peut  écrire  le  logarithme 


'*  /  —inr\ 

— -^{i  —  c   "■■') 
/«  H-  4 

Li 
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Il  -+-  4  n  -t-  4 

et,  en  ne  prenant  cjue  le  premier  terme,  on  aura,  pour  T, 


«  -1-4 


I  n  H-  4  n  -H  4  I 

2^.  +  2 ;; , 

I  m  ;  I  -T-   -,  I 

L  /i  -I-  4  "  -^  4      J 


—  2/1  / e^'"'^  +  inx'  -h  i 
n  -I-  4  \  '" 


ce  qui  donne  finalement,  pour  équation  delà  courbe, 

Ba^  fa:-  ,  e'"-^—  rnx  —  i  2n        e~"''^ -h  ma-  —  i^ 

valeur  dans  laquelle  on  a  négligé  des  termes  négatifs  dans  la  paren- 
thèse. 

Nous  retrouvons  ici  l'expression 


déjà  rencontrée  dans  la  Balistique  du  iioiot  matériel,  et  en  posant, 
comme  plus  haut. 


F     mx     =   -j ; — :, ' 


il  vient 


(7)     r=Po--^^fj+«'F(--)-3T7rh) ''(-'''"'} 

En   mettant  le  coefficient  n'  en  facteur,  on  obtient,  pour  le  second 
terme  de  la  valeur  de  j, 

Journ.  lie  Mdlli.  (3'  séri.'),  tome  IX.  —  JiiN  iS8:i.  -1 
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et  l'on  a 

n     2     '              Ba^        _    I             1 

[ 

(>Iia-H; [                //-    fBa-K 

0 I 

V,%-ui 


Nous  avons  déjà  renconirè  [Balistique  du  point  matériel)  la  fonction 

F.(z.; 


Ba=rt': 


ni  Fi(Ba-;/;)' 
d'où 

D'autre  part,  en  portant  dans  l'équation  qui  donne/?,  à  la  place  de 
L  ^ î  la  valeur  que  nous  avons  en  réalité  substituée  pour  l'inté- 
gration, c'est-à-dire 

3  (  rt  +  4  )  //( 

dérivée  du  ternie  qui  représente, dansl'expression  àey,  f\j )> 

il  vient 

^Ba-  r  ,e"'^ — I  2«        e~"'^ — i"! 

et  les  mêmes  transformations  cjue  pour  l'équation  en  g  (mise  en  fac- 
teur de  n' ,  et  sidjstitution  aux  exponentielles  de  leiu'  expression  à 
l'aide  des  fonctions  F,  )  donneront  finalement 

^  =  ^»  -  iTp?;^^)  [^  +  ^' ('"^) -  3(7rTT)  ï"' ( -''^•^■) I ■ 

Durée  du  trajet.   —   En  éliminant  la  variable  x  entre  les  deux  é(jna- 

lions 

e""«'  —  I 
djc  ==  udt,     rnv  =  L  -jj^^, , 
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il  \i('Mt 

-  r  d(=       ''"\,r  =(i  +  e  '""+e-^''""-f-...+)^/M', 
(j  I  —  É?'""         ^  ' 

ou 

k  =  +^  *  =  +  - 

*  =  0  /  =  0 

à  intégrer  de  o  à  t,  et  par  suite  de  u^  à  u' . 

Eu  désignant,  comme  précédemment,  par  11(2)  la  fonction 


-^   f^e-^'dz, 
\-  -'0 
on  a 

.r  e""'vVvTïï)  =  ^n(ii'vBl-  a„vBK) 
et  par  suite 

i '  =  5\/b  S  "T  [n(«;,vBl)-  n(«\/M)j 

OU,  en  mettant  le  paramétre  a  en  évidence  et  dégageant  le  premier 
terme  (X-  :=  o)  qui  se  présente  sous  la  forme  -> 

Nous  avons  ainsi  obtenu  l'expression  de  tous  les  éléments  de  la  tra- 
jectoire, vitesse,  durée,  tangente,  ordonnée.  Rappelons  ici  l'ensemble 
des  formules 

iBc-X  11,:,,' 

/»  = — p— !     rt  =  e""  ".  —  I , 

C  étant  une  valeur  intermédiaire  entre  les  valeurs  que  prend  e'"""'  tlans 
l'étendue  de  l'arc  considéré. 
Vi  tesse  : 

?,u-ir  =L(i  ~h  ne-"-"). 


[88 
Durée 


s/r.' 


Trajectoire  : 

y  =  PaX ■, i/ip  ,    .^    -  +F(/w.r)  —  ^— -^^ — tt  F(—  mx]  \. 

Tangente  : 

/■'  =  A'o .. ..  r,f  »    ., ,    -  +  F I  (  »za;)  —  :rr^ — ^^  Fi  (  —  ^^)   • 

Discussion  des  paramètres.  —  Les  mêmes  raisons  qui  ont  été  déve- 
loppées dans  la  Balistique  du  point  matériel  nous  conduisent  à  donner 

au  paramètre  a  la  valeur  un  peu  trop  forte  — —,  o  étant  l'angle  initial 

dont  la  tangente  est/?o,  sous  la  réserve  que  y  restera  au-dessous  de  lo"; 
pour  des  arcs  de  plus  d'amplitude,  il  y  aurait  lieu  de  subdiviser  la 
courbe  et  d'adopter,  d'après  les  Tables  dressées  à  cet  effet,  diverses 
valeurs  de  a. 

Dans  toutes  les  formules,  on  peut  d'ailleurs,  en  vertu  de  riivpothèse 
a  cos5  =  I ,  remplacer  le  pro(luit.a«  par  c,  puisque  u  est  égal  à  v  cosô, 
et  ce  n'est  cpi'après  cette  substitution  qu'il  y  aura  lieu  de  fixer  la  valeur 
de  a;  cette  substitution  conduit  au  système 


w  :=  ^  aBca, 


Vitesse  : 

Dmée  : 
c  , 


n  =  e"''»  —  I . 
Bt--  =  L(i  +  «e^'"''), 


V^  |-^[n(.„vBN//^)-ri(.vBV>t)], 
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Trajectoire  : 
Tangente  : 

Le  paramètre  a  ne  se  retrouve  plus  que  dans  m. 

Quant  au  paramètre  C,  valeur  intermédiaire  entre  les  valeurs  limites 
de  e  '"",  c'est-à-dire  e''''"'"'"'  ou  e  '"',  on  le  prendra  sous  la  forme  la 
plus  aisée  à  calculer,  et,  en  désignant  par  t',  la  vitesse  finale,  on  prendra 

C-  =  e-*'"»  X  e-'"»     ou     C  =  e-*'"-"', 
et  en  posant 

7  =  6*'"-"., 

il  viendra 

m  =  2Bc7.-/. 

En  substituant  alors  à  B  et  à  c  leurs  valeurs,  savoir 

B  ^  è'+  //'=  ^"  X  (b  =  — ^) 
et 

c—      p     ' 

désignant  -^  ^      par  i*;,  on  aura 

'«=  p-«p7, 

ô  étant  le  poids  spécifique  de  l'atmosphère  dans  les  conditions  de  l'ex- 
périence, ou 

Le  premier  produit  o  p  ^j  est  indépendant  des  conditions  particulières 
du  tir  (ani^le  initial   et  vitesse);  il  forme  donc  la  caractéristique  du 
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projectile  :  quant  au  produit  ay  ^  - — —,  on  peut  en  faire  abstraction 

en  première  approximation,  car  il  diffère  peu  de  l'unité  dans  les  con- 
ditions ordinaires  :  dans  les  mêmes  limites,  la  densité  â  varie  peu  sur 

le  trajet  du  projectile,  de  telle  sorte  que  l'on  peut  se  contenter,  pour 

g 
la  valeur  de  m,  du  produit  constant  m  :=  5  pjS. 

Pour  j'5  =  — - — ;  nous  avons  appris  à  calculer  exactement  b'  :  quant 

à  b",  sa  recherche  devra  faire  l'objet  d'études  ultérieures,  mais,  dans 
les  applications  qui  vont  suivre,  on  le  prendra  égal  à  b,  valeur  trop 
forte,  puisqu'elle  revient  à  supposer  que  l'air  latéral  ne'  se  précipite 
pas  dans  le  vide  formé  par  le  projectile  en  avançant  :  on  aura  donc 
pour  m  une  valeur  trop  considérable,  en  prenant,  comme  nous  allons 

le  faire,  ^  =  i  -\-  —;  mais  toute  autre  valeur  donnée  à  b"  eût  dû  être 

adoptée  sans  raison  théorique  d'aucun  ordre  et  déterminée  par  des 
conditions  purement  empiriques,  pour  faire  cadrer  les  résultats  des 
formules  avec  ceux  de  l'expérience,  et  ce  mode  d'opérer  serait  absolu- 
ment contraire  au  but  et  à  l'esprit  de  la  présente  étude. 

Cherchons  donc  à  déduire,  des  formules  ci-dessus,  quelques  résultats 
pratiques,  à  comparer  avec  ceux  de  l'expérience.  Pour  ces  derniers,  on 
les  trouve  on  grand  nombre  dans  les  Tables  de  tir,  qui  ne  sont,  au 
moins  en  ce  qui  concerne  les  angles  à  employer  pour  obtenir  une  por- 
tée déterminée,  que  le  résumé  de  données  expérimentales  compensées 
entre  elles.  Cherchant  à  appliquer  nos  formules  au  même  problème  et 
faisant  pour  cela  y  =^  o  dans  l'équation  de  la  trajectoire,  on  obtient 


sin2o=    ...f,t   ol-  -+-FfwX)  -  .,     ""   ,    ¥l-mX 


A  l'aide  de  cette  formule,  on  a  calculé  des  angles  de  tir  pour  divers 
projectiles  ogivaux  et  oblongs.  Ne  perdons  pas  de  vue  qu'aucun  des 
paramètres  de  la  formule  n'est  déduit  d'expériences  spéciales  :  tous 
sont  déterminés  par  la  théorie  pure,  à  l'aide  des  données  classiques 
sur  la  valeur  de  g,  accélération  de  la  pesanteur,  et  de  la  densité  de 
l'iur. 

On  peut  d'abord  se  rendre  compte  de  l'inlluence  de  la  forme  anté- 


par  lafùrimilc 

par 

par 

Diffé 

rencc 

du 

la  formule 

lesTables 

entre 

poiiil  malùricl. 

acUielle. 

de  lir.      1 

es  deux  derniers  angles. 

'■Â9 

1.19' 

I°.33' 

— 

4 

5.18 

2.. 52 

3 

— 

8' 

9-44 

4-45 

4.02 

— 

7 

18.02 

7-   3 

6.58 

-f- 

.5' 

imaginaire 

9.56 

9-'9 

+ 

3-' 
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rieure  du  projectile;  on  a,  à  cet  effet,  calculé  comme  exemple  les  an- 
gles de  tir  d'ua  même  projectile  :  1°  en  le  considérant  comme  un  point 
matériel,  et  2"  en  tenant  compte  de  sa  forme  antérieure.  Les  résultats 
sont  les  suivants  : 

Ansle  correspondant,  donné 


l'ortée. 

1000. . . . 
2000. . . . 
3ooo .... 
4ooo. . . . 
.3ooo. .  . . 

Le  seul  examen  de  ce  Tableau  montre  l'importance  de  l'étude  qui  a 
été  faite  :  les  résultats  obtenus  dans  l'hypotlièse  du  point  matériel  sont 
évidemment  absurdes,  ceux  déduits  de  l'examen  des  pressions  anté- 
rieures peuvent  être  considérés  comme  exacts,  dans  les  limites  de  la 
précision  cpie  comporte  la  question,  jusqu'à  4ooo"'. 

On  trouvera  ci-après  d'autres  Tableaux  analogues,  donnant  les  an- 
gles calculés  et  les  angles  fournis  par  les  Tables  pour  divers  projec- 
tiles. 

L'examen  de  tous  ces  Tableaux  dénote  une  concordance  suffisante, 
entre  la  théorie  et  l'expérience,  jnsqu'à  des  distances  d'environ  4ooo"'. 
Au  delà,  la  formule  théorique  donne  des  angles  beaucoup  trop  forts  : 
la  raison  principale  en  a  été  annoncée  plus  haut;  en  donnant  à  //'  une 
valeur  trop  forte,  c'est-à-dire  tenant  insuffisamment  compte  de  la 
poussée  arriére,  on  a  exagéré  la  résistance  opposée  au  mobile,  ce  (pii 
devait  conduire  à  des  angles  trop  élevés:  cela  s'est  traduit  anal\  tiqne 
ment  par  une  valeur  trop  considérable  du  paramètre  m,  et  si  cette  valeur, 
lorsque  X  est  petit,  n'entraîne  pour  F(mX)  que  des  nombres  encore 
admissibles,  il  n'en  est  pas  ainsi  lorsque  X  dépasse  un  certain  nombre, 
3ooo"'  ou  4000'". 

En  résumé,  nous  avons,  dans  cette  étude,  après  avoir  examiné  le 
mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  une  résistance  atm<)S|)lierique 
déterminée  par  la  loi  de  Xavier,  calculé  la  valeur  de  cette  résistance, 
d'après  la  forme  de  la  partie  antérieure  du  mobile;  puis,  réservant  à 
im  prochain  travail  la  discussion  des  pressions  arriére,  et  admettant 
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provisoirement  pour  ces  pressions  une  valeur  trop  faible,  on  a  établi 
à  nouveau,  par  une  analyse  approximative,  les  équations  du  mouve- 
ment du  projectile  considéré,  et  l'on  a  trouvé  un  accord  suffisant  entre 
la  théorie  et  l'expérience  depuis  o  jusqu'à  3ûoo'".  Il  nous  reste  encore 
à  étudier  ces  pressions  arrière,  à  examiner  la  question  de  la  variation 
de  la  densité  de  l'air  avec  la  hauteur  du  projectile  au-dessus  du  sol,  et 
ces  deux  problèmes  résolus,  par  l'établissement  de  formules  défini- 
tives, avec  l'approximation  nécessaire  à  la  pratique,  on  sera  arrivé, 
par  la  théorie  pure  et  saris  le  secours  de  données  expérimentales  spé- 
ciales, à  déterminer  la  loi  du  mouvement  dans  l'air  dun  solide  de  ré- 
volution, des  formes  actuellement  en  usage,  et  cela  d'après  une  marche 
générale  pouvant  s'appliquer  à  un  corps  quelconque.  Peut-être  ces 
résultats  devront-ils  être  pris  en  sérieuse  considération  dans  les  recher- 
ches balistiques;  peut-être  aussi  pourront-ils  être  regardés  comme 
une  démonstration  a  posteriori  des  lois  physiques  que  l'on  a  admises 
comme  point  de  départ  ;  sur  ces  deux  points,  c'est  à  des  voix  plus  au- 
torisées que  la  mienne  qu'il  appartient  de  prononcer,  soit  d'après  les 
résultats  déjà  acquis  ci-dessus,  soit  seulement  après  la  solution  com- 
plète des  problèmes  signalés  plus  haut  comme  restant  à  traiter. 


TABLEAUX    DIVERS. 

Obus  de  34'"'".   —   l'o  ^  492" 


Résultats  exacts,  dans 
les  limites  de  l'expé- 
rience, au  delà  de 
5ooo"'. 


1000  , 
9.000  , 
3ooo  , 
4000  , 
5ooo 


1.28 
3.  8 
5.13 
7.30 
M.    .5 


Obus  de  il' 


1.29 
3.i3 


.27 


5       <À 


<l 


Itésullats  exacts,  dans 
les  limites  de  l'expé- 
rience ,  au  delà  dp 
4000'". 
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Obus  de  2-"""'  oblong.   —   r„=5o5'". 


l'orlée. 

lOOO  . 
2000  . 
3ooo  . 
4ooo  . 
5ooo  . 
6000  , 


1000  . 
2000  . 
3ooo 
4ooo 
ôooo 


la  théorie,     les  Tables. 


I-   9 
2.33 

1 .  1 4 
2.42 

4..;-. 

6.21 

4.26 
6.24 

9.   6 

8.43 

Erreur 
absolue.       relative. 


1.19 
2.52 
4.45 

7.  3 
9.56 


-o.  9 
—  o.  9 
-o.   3 

4-  0.23 

+  1.9 


<tV 
1 

is 
1 

1  2  8 


lîxact,  dans  les  limites 
de  Texpérience  jus- 
que vers  6000™. 


Obus  de 

1.23 

3 

4.52 
6.58 
9-19 


'"  ogwal.   —  l'o  ^=  470" 


-o.  4 
-o.  8 
-o.  7 
-0.5 
-0.37 


"~^    22 


Evact,  dans  les  limites 
de  l'expérience  jus- 
qu'à 5000™. 


1000  . 
2000  . 
aSoo  . 
3ooo  . 


3.36 
5.  8 
-.16 


Obus  de  10'' 


1.29 
3.3i 

4.46 

6. 10 


0.22 
I.   6 


=  485. 


Exact  jusque  vers 

2500"^. 


lOOO  . 

2000  . 
3ooo 
4  000 


Obus  de  24""  oblong.  Modèle  de  la  Marine.   —  r„=470" 


3.  4 
5.16 
8.i4 


3.  8 
5.  Il 
7.34 


-o.   4 
-o.  4 

-)-  o.   5 
-+-0.40 


<rr 


Obus  de 


oblong.    Modèle  de  Bange.   —   v'o  =  47°" 


1000  . . . 

I  .21 

1.27 

—  0.   6 

<^ 

2000  .  .  . 

3.     2 

3.   6 

-0.    4 

<iz 

3ooo  . . 

5.  i3 

4  •  57 

-HO.  16 

tV 

4000  . . 

7.54 

7  •   " 

-1-0.52 

J_ 

Jo 

un,. 

,  de  Uath. 
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Il  est  rappelé  que  tous  les  angles  calculés  théoriqueniont  ont  été 
effectivement  déduits  de  la  théorie  pure,  sans  aucun  paramètre  déduit 
d'expériences  de  tir,  et  que  l'on  avait  pré\ii  et  démontré  également 
que  l'on  trouverait  aux  grandes  distances  des  valeurs  trop  fortes  pour 
ces  aneles. 
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Du  magnétisme  statique; 


Par  m.  h.  RESAL. 


§  I.  —  Préliminaires. 

1 .  Pour  expliquer  les  propriétés  magnétiques  de  certains  corps  (  '  ), 
Coulomb  considère  les  éléments  matériels  du  corps  comme  renfermant 
en  quantités  égales  et  indéfinies  deux  fluides,  l'un  dit  boréal  ou  positif, 
l'autre  austral  ou  négatif. 

En  admettant  cpie  le  corps  soit  soustrait  à  toute  action  .capable  de 
développer  ses  propriétés  magnétiques,  ces  deux  fluides  se  trou^  ent  à 
l'état  de  combinaison  ou  se  neutralisent  dans  la  molécule  matérielle 
correspondante.  3Iais,  dés  que  le  corps  devient  un  aimant,  les  deux 
fluides  se  trouvent  séparés,  en  quantités  égales,  et  restent  isolés  pendant 
toute  la  durée  de  l'aimantation. 

Par  une  extension  donnée  aux  lois  déduites  de  l'expérience  par 
Coulomb,  on  est  conduit  à  admettre  que  deux  particules  magnétiques 
se  repoussent  ou  s'attirent  proportionnellement  à  leurs  masses,  selon 
qu'elles  sont  ou  non  de  même  nature,  et  que  leur  action  mulnelle  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance. 

iS'ous  conviendrons  de  considérer  une  répulsion  comme  une  force 


(')  Les  oxydes  de  fer  et  principalement  l"o\\(lule,  le  fer.  lo  nickel  à  la  lenipo- 
rature  de  20°. 
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positive  et,  par  suite,  d'attribuer  une  valeur  négative  à  la  masse  d'une 
particule  du  fluide  austral. 

Un  barreau  d'acier  trempé,  convenablement  orienté,  devient  au  bout 
d'un  certain  temps,  sous  l'influence  de  la  Terre,  un  aimant  permanent, 
ce  qui  revient  à  dire  que,  lorsqu'il  est  soustrait  à  l'action  magnétique, 
les  deux  fluides  n'arrivent  à  se  neutraliser  que  partiellement.  Couloml) 
attribue  cette  opposition  à  la  reconstitution  du  fluide  neutre  à  une 
résistance  passive  à  laquelle  il  a  donné  le  nom  Ae  force  coercitive,  force 
sur  la  nature  de  laquelle  on  ne  ])eut  faire  que  des  conjcclures.  Le 
jjarreau,  dans  certaines  conditions,  peut  devenir  un  aimant  permanent 
sous  l'action  d'un  aimant  permanent. 

L'oxydule  de  fer  est  doué  de  la  force  coercitive  et  l'on  attribue  ses 
propriétés  magnétiques  à  ce  que  les  filons  qui  le  renferment  sont 
compris  sensiblement  dans  les  plans  qui  passent  par  les  pôles  magné- 
tiques de  la  Terre. 

Le  fer  doux  et  l'acier  non  trempé  ne  possèdent  pas  la  propriété  duc 
à  la  force  coerciti\e;  l'aimantation  cesse  en  même  temps  que  linfluence 
de  l'aimant  qui  l'a  produite.  On  considère  un  aimant  comme  étant 
formé  de  petites  parties  matérielles  qui  ont  reçu  le  nom  d'éléments 
magnétiques  et  dans  lesquelles  la  séparation  des  fluides  s'est  opérée.  En 
faisant  le  même  raisonnement  que  pour  l'électricité  statique,  on  arrive 
à  conclure  que  l'action  magnétique  sur  un  point  intérieur  de  l'élé- 
ment est  nulle,  et  que.  par  suite,  les  deux  fluides  séparés  se  sont  portés 
sur  sa  surface.  La  forme  des  éléments  magnétiques  peut  d'ailleurs 
dépendre  de  la  manière  dont  l'aimantation  a  été  produite. 

Coulomb  admet  que  les  deux  fluiiles,  après  leur  séparation,  se  snnt 
respectivement  concentrés  en  deux  points  on  pôles  i\e  la  surface  de  l'é- 
lément. L'hypothèse  d'Ampère,  dans  laquelle  les  éléments  magnétiques 
sont  remplacés  par  des  solénoïdes  infinitésimaux,  revient,  au  point  de 
vue  de  la  mise  en  équation,  à  celle  de  Coulomb. 

Poisson  (')  n'a  recours  à  aucune  supposition  sur  le  moile  de  répar- 
tition des  deux  fluides  sur  la  surface  de  l'élément.  Nous  reconiiaitroiis 
|)his  loin  {pic,  en  se  placantrospectiNcmcnl  aux  pointsdc  \  ue  de  Couloml) 


(')    Mi-moires  de  /'  Icadémie  des  Seienees,  iR'! 
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et  de  Poisson,  OU  arrive  aux  mêmes  résultats  en  ce  qui  concerne  l'action 
exercée  par  un  aimant  sur  un  point  extérieur. 

Dans  son  Essai  sur  T application  de  V Analyse  malhcnialique  aux  théo- 
ries de  Véleclricité  et  du  magnétisme  ('  ),  G.  Green  ne  mentionne  pas  les 
reclierclies  de  Poisson  sur  le  magnétisme.  Qu'il  les  ait  ou  non  ignorées, 
il  est  arrivé  à  la  même  équation  que  Poisson  relativement  à  l'éqnilibre 
magnétique  intérieur  d'un  aimant.  L'analyse  de  Green  est  assez  obscure 
et  parait  avoir  pour  objet  plutôt  de  déguiser  que  défaire  disparaître 
ime  difficulté  éludée  par  Poisson,  à  l'aide  de  considérations  particu- 
lières qui  ne  sont  pas  des  plus  satisfaisantes. 

L'exposition  de  la  théorie  du  magnétisme  de  ÎNL  W.  Thomson  se 
trouvant  implicitement  con)prise  dans  le  premier  Mémoire  de  Poisson, 
nous  n'a\  oas  pas  à  nous  v  arrêter. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  d'ailleurs  de  l'étude  des  feuillets  magné- 
tiques, qui  n'offre  aucun  intérêt  au  point  de  vue  des  phénomènes  phv- 
siques;  nous  ne  considérerons  que  des  aimants  doués  de  force  coerci- 
tive(-). 

§n.  —    Équations  GÉNÉiiALEs. 

2.  fjc  l'action  exercée  par  un  aimant  sur  un  point  qui  n'est  pas  com- 
pris dans  la  masse.  —  Soient  0,ï',  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires; 
X,  y,  z  les  coordonnées  de  la  particule  magnétiqueM  sur  laquellel'ai- 
mant  exerce  son  action. 


(')  iNoUingliam,  1838. 

(-)  Green  paraît  être  le  seul  géomètre  qui  ail  ciiorclié  à  expliquer  les  ed'els  de 
la  force  coercilive  en  se  plaçant  dans  le  cas  d'un  (il  d'aciei-  trempé,  étudié  expé\i- 
inentalement  par  Coulomb. 

Il  est  arrivé  à  une  formule  qui  cadre,  presque  aussi  bien  (|ue  la  fniniuie  d'inli  r- 
|)(ilali(in  de  Biot,  avec  les  résultats  des  observations  de  Coulomb. 

Si  nous  ne  reproduisons  pas  la  théorie  de  Green,  c'estpar  la  raison  qu'elle  pèche 
par  plusieurs  points  que  nous  allonsfaireressorlir.il  suppose  que  la  force  coerci- 
live est  constante  et  qu'elle  se  développe  parallèlement  à  l'aiguille  cylindrique 
dans  un  sens  déterminé,  ce  qui  nous  paraît  inadmissible;  car  cette  force,  devant 
changer  de  signe  en  passant  d'une  moitié  à  l'autre  de  l'aiguille,  doit  être  nulle  au 
milieu. 

l'ar  un  artifice  de  calcul,  jusiilié  ulléiieuieinciil  par  une  ajiplicaliou  ingénieuse 
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Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  la  masse  de  cette  particule  est 
égale  à  l'unité,  sauf  à  multiplier  ultérieurement,  s'il  y  a  lieu,  les  résul- 
tats auxquels  nous  parviendrons  par  la  valeur  positive  ou  négative  de 
la  masse  ^I.  D'après  cette  convention,  une  particule  magnétique  m  sera 
censée  exercer  sur  31  une  répulsion  ou  une  attraction,  selon  quelle 
appartiendra  au  fluide  boréal  ou  au  fluide  austral. 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  déduire  successivement  des  cou-- 
séquences  des  hypothèses  de  Coulomb  et  de  Poisson  sur  la  constitution 
d'un  aimant. 

(a    D'après  les  idées  de  Coulomb.  —  SoienI  [fig-  0 


rt,  6  les  pèles  austral  et  boréal  d'un  élément  magnétique  de  laimant 

(A)  ; 
ds  sa  longueur: 


de  la  méthode  des  moindres  carrés,  il  fait  sortir  d'une  intégrale  définie,  l'orl  em- 
barrassante, le  facteur  inconnu  qui  se  rapporte  à  l'action  exercée  sur  un  |)oint  dé- 
terminé de  l'aimanl. 

Par  un  raisonnement  insaisissable,  il  supprime  deux  termes  imporlanls  de  son 
équation  fondamentale  et  s'impose  deux  conditions  relatives  aux  extrémités  de 
l'aiguille,  qui  consistent  chacune  en  une  équation  dont  le  premier  membre  est  la 
somme  de  deux  fonctions  homogènes  qui  ne  sont  pas  du  même  degré,  ce  ipii  n'esi 
pas  non  plus  admissible. 

Il  paraîtrait  assez  naturel  de  supposer  que  la  force  coercitive  en  un  point  est 
proportionnelle  ù  l'intensité  magnétique  en  ce  point;  et  alors  l'équation  de  Green, 
débarrassée  des  deux  termes  donl  on  vient  de  parler  et  sans  avoir  égard  aux  oini- 
diuons  aux  extrémités  qu'il  s'est  imposées,  conduit  ù  la  formule  de  Biot. 
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V  la  valeur  absolue  de  chacune  des  masses  inagnéliques  roiulensées  en 

a  et  b; 
x' ,  y,  z'  les  coordonnées  du  point  a; 

H  =  <^[.v'  —  x)-  -+-  (y  —  y)-  -f-  (z  —  s  )-  la  distance  Ma  ; 
n'  -j-  -j-^  ds  la  distance  ]M6. 

Les  fonctions  potentielles  de  M  dues  à  a  et  ^  étant  respectivement 

d-, 

celle  à  laquelle  donne  lieu  l'élément  a  pour  valeur 


d-, 
(a)  -v-£ds. 

On  donne  le  nom  ^'intensité  magnétique  linéaire  de  lélèinenl  à 
l'expression 

(*)  ''=»J^' 

tlans  laquelle  dv'  représente  le  volume  de  l'élément. 

Cette  intensité  pouvant  être  considérée  comme  une  force  dirigée  du 
pôle  austral  a  vers  le  pôle  boréal  6,  nous  désignerons  par  a',  ^j\  y'  ses 
composantes  parallèles  à  Ox,  Oy,  Os, 

L'expression  (a)  prend  la  forme  (') 


ds 
et  nous  avons,  pour  la  fonction  potentielle  de  M  due  à  l'action  totale 


(')  En  prenant  la  dérivée  par  rapport  kx,  on  trouve  pour  la  composante,  parai 
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de  (A), 

'^  =  -/'■*■# 


l'di' 


Il    (lu 


Il   a  Y  II    il: 


dy'    ih 


(h'     ils 


lèle  à  O.i',  de  l'aclion  exercée  par  ab  sur  M. 


(«) 


'''"■■aC^'h--'7;[- 


(  j'' —  a-)  du' 
II'         ds 


ijyi 

ds    \ 


.  di' 


=  1'  — 7-3    [3cOS(f/',  ds)  COi{  II' ,  x)  —  C0S(f/5,  ./•)]. 


On  a  des  expressions  semblables  pour  les  composantes  ï,,  t,  sui\anl  Or.  O;. 
et  l'on  trouve  facilement  pour  la  résultante 

r  —r:  r3cos-(«',  ds)  -+-  il. 

l'our  se  rendre  compte  du  pouvoir  magnétique  de  la  Terre,  liiot  suppose 
([u'elle  possède  deux,  pôles  magnétiques  situés  sur  un  même  diamètre,  à  égale 
dislance  du  centre,  possédant  les  mêmes  pouvoirs  attractifs  et  répulsifs  et  dont  la 
distance  est  très  petite  par  rapport  au  ra^on  terrestre. 

Supposons  que  a,  b  {  fig.  3)  soient  les  pôles  magnéli(|ues  austral  et  bon^al  de 

Fig.  3. 


la  1  erre  dont  (\  est  le  centre,  et  ()ue  M  soit  l'un  des  pôles  d'uiu'  aii^uille  aimantée 
placée  à  la  surface  du  globe. 

Prenons  pour  i)lan  de  la  figure  le  méridien   magnéli(|ue  de   M,  c'est-à-dire  le 
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expression  dans  laquelle  nous  pouvons  considérer  maintenant  x\y' ,  :■' 
comme  étant  les  coordonnées  du  milieu  C  de  ab. 

Concevons  autour  de  ce  point  un  volume  div  extrêmement  petit  par 
rapport  au  volume  de  (A),  mais  cependant  assez  étendu  pour  conte- 
nir un  grand  nombre  d'éléments  magnétiques,  et  désignons  par  k'  le 
rapport  de  la  somme  des  volumes  de  ces  éléments  à  dn-.  Ce  rapport, 
qui  atteindra  au  plus  l'unité,  sera  spécifique  pour  un  corps  aimante 


jilan  déterminé  par  ce  point  et  ab;  pour  partie  positive  de  l'axe  de?  i-.  le  prolon- 
gement de  CM,  et  pour  axe  des  x  la  portion  de  la  méridienne  de  M  dirigée  vers 
l'équateur.  Soit),  la  latitude  magnétique  de  M  ou  le  complément  de  l'angle  formé 
par  CM  avec  ab. 

Nous  avons,  en  considéiant  ii'  comme  se  rapportant  au  point  G. 

î=zo.   cos(«',  ûfi)  =  sin/.,   cos(  «',a:)  =:o,   cos(ds.a')^ — cosÀ, 
cos(m',/)  =  I ,  cos(ds,  y)  ^sin/,. 

L'équation  (i)  et  celle  qui  en  dérive  pour  l'axe  des  r  donnent,  en  ayant  égard 
à  la  formule  (b),  pour  les  composantes  de  l'action  exercée  par  la  Terre  sur  M 
suivant  Ma-,  M  v, 

•jds        .  2ds   .    . 

Y=  — TrCOSA.  T,  =^  — —  SIIIA. 

'-  h'3  u  ' 

d'où 

T 

-  =;  2  lang/. 
X 

Pour  le  second  pôle  de  l'aiguille,  t,  et /^  seront  changés  de  signe.  L'aiguille 
étant  censée  en  équilibre,  la  ligne  des  pôles  sera  dirigée  suivant  la  résultante 
de  T,  et  y  :  si  donc  /  désigne  l'inclinaison  magnétique  au  lieu  considéré,  nous 
aurons 

tangf  =  2langX. 

Jviirn.  de  Math.  (3'  série',,  tome  IX.  —  Juis  i883.  •  '-0 


porté  à  une  température  uniforme  déterminée,  mais  variera  d  lui  point 
à  un  autre  de  ce  corps  si  la  température  est  elle-même  variable, 
comme  nous  le  supposerons  pour  plus  de  généralité,  k'  devenant  ainsi 
une  fonction  donnée  de  x' ,  y' ,  s'-  Quoique  le  volume  dw  soit  censé 
extrêmement  petit,  les  quantités  %' ,  ^',  y',  k'  n'auront  pas  les  mêmes 
valeurs  dans  toute  son  étendue,  si  les  éléments  magnétiques  qu'il  ren- 
ferme n'ont  pas  tous  la  même  forme,  ou  si,  quoique  identiques,  ils  ne 
sont  pas  régulièrement  disposés.  Nous  les  supposerons  néanmoins 
constantes  dans  le  volume  considéré  en  leur  attribuant  des  valeurs 
moyennes  qui  seront  censées  soumises  à  la  loi  de  continuité  et  par  suite 
exprimables  en  fonction  de  a;',  y',  :;'. 

JNous pouvons  dès  lors  supposer  que,  dans  la  formide  [c),  dv'  repré- 
sente la  somme  des  volumes  des  éléments  magnétiques  contenus  tinns 
r/n-.  et  alors  nous  obtenons 


et,  comme  l'intégrale  doit  être  étendue  au  volume  de  ^^A),  on  est  ramené 
à  poser 

[b].  D'après  Poisson.  —  Soient  (y/o'.  3  ) 

.r',  y',  3' les  coordonnées  d'un  point  Csituédanslintérieurd'un  élément 

magnétique  de  (  A  1  ; 
c  le  côté  du  cube  équivalent  au  volume  de  cet  élément; 
.v'-\-c/,  y'-\-cr,,   z' -\- c'Ç,  les  coordonnées  d'un  point  w  de  la  surlace 

du  même  élément; 
fi,  (5  l'épaisseur  normale  et  la  densité  relative  correspondante  (\\\  fluide 

magnétique  ; 
f;-r/s  un  élément  superficiel  en  m; 
u  =\f[x' —  xY-\-{y' —  y)- -ir[z' —  z?  la  distance  AU :. 
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Comme  1  action  de  m  sur  M  est  une  répulsion  ou  une  attraction  selon 

Fig.  3. 


que  p  est  positif  ou  négatif,  la  fonction  potentielle  de  M  due  à  l'élément 
magnétique  a  pour  expression 

(h 


2    /  "^ 

.'   '      Mm 


l'intégrale  s'étendant  à  la  surface  entière  de  l'élément. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que,  comme  il  y  a 
autant  de  fluide  positif  que  de  fluide  négatif  sur  l'élément,  on  a 

12)  fpeJs^o. 

En  admettant  que  ^l  soit  suffisamment  éloigné  de  C  pour  que  l'on 
puisse  négliger  les  puissances  de  — »  —^,  --  d'un  ordre  supérieur  au 
premier,  nous  avons 


^y- 


"  y 
dz    - 


Mm         " 
Si  nous  posons 

(3)  a' =  I  yep(h.      f-i'  =  j  r,ef,d-^,      y'  =  /  Çeocls, 

et  si  nous  avons  égard  à  la  relation   2),  l'expression  (d]  devient 


A      ,      Il  fi      "  '      "    I 
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Les  valeurs  3^  sont  indépendantes  de  la  position  du  point  i.  dans 
l'intérieur  de  l'élément  considéré;  car,  en  passant  d'une  position  à  une 
autre,  les  coordonnées  relatives  y,  yj,  Ç  ne  varient  que  de  quantités 
constantes  qui,  d'après  la  formule  (2),  donnent  des  résultats  nuls. 

Si  nous  représentons  par  dv'  le  volume  c^  de  l'élément  magnétique, 
on  voit  que  la  formule  (c)  nous  conduira  identiquement  à  l'expression 
le)  de  la  fonction  potentielle  de  M  due  à  (A)  et  enfin,  à  la  suite  d'un 
raisonnement  qu'il  est  inutile  de  reproduire,  à  l'équation  (1). 

En  considérant  les  quantités  a',  ^',  -y'  comme  définies  par  les  formules 
(3)  et  se  reportant  à  l'article  précédent,  on  voit  qu'un  élément 
magnétique  de  (A)  agira  sur  31  de  la  même  manière  qu'une  aiguille 
infinitésimale  qu'on  lui  substituerait  et  qui  ferait  avec  Ox,  Or,  Os  des 
angles  dont  les  cosinus  seraient 


ya'2  H- ,8'^ +  ■;'-         ^  a'-' ^_  3'2  _f_  ,,'2         ^V^  -j_  p'2  _)- y'- 

D'après  ce  qui  précède,  il  n'v  a  plus  aucun  motif  pour  préférer  la 
manière  de  voir  de  Coulomb  à  celle  de  Poisson,  qui  sera  seule  en 
question  dans  ce  qui  suit,  tout  en  conservant  à  la  résultante  de  a',  jS', 
'/  le  nom  d'intensité  magnétique  linéaire. 

Les  composantes  parallèles  à  Ox,  Oy,  Oz  de  l'action  exercée  par 
A)  sur  M  ont  pour  expressions,  comme  on  le  sait, 

(/,)  X=^,     Y=^,     Z=^. 

dx  dy  dz 

o.   Autre  forme  sous  laquelle  on  peut  mettre  la  fonction  (J.  V.w 

intégrant  par  parties,  l'équation  (i)  donne 

Ql        I        I    (        it'  u'  II'     idx'dy'dz' 

ou.  en  vertu  d'un  tbéorémo  connu, 

l  Q  =  —  /  (a'  cos/'+  [i>'  cosm'+  7'  cos«'  Ji'  '-^ 

(5) 

/  ,     r  r  Ti  ld%'k'         d&'k'         d'i'k'\    ,,,.,. 
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en  désignant  par  rfo/  un  élément  de  la  surface  de  (A)  au  point  M'  dont 
les  coordonnées  sont  J?',  >'',  s'  et  par  /',  m! ,  n'  les  angles  formés  par  la 
normale  extérieure  à  cet  élément  avec  Ox,  Oy,  Oz. 

On  remarquera  que  le  facteur  de  A'— V  dans  la  première  intégrale 

n'est  autre  chose  que  la  composante  I^;  suivant  la  normale  en  M'  de 
Tintehsité  magnétique  en  ce  point  (n°  2). 
De.la  formule  précédente  et  de  l'identité 


^  o, 


on  déduit  l'équation  connue 

'C\  ^        f^        tSl  — 

dx'^  dy""-  dz- 

A  l'inspection  de  l'équation  (5),  on  reconnaît  que  l'aimant  (  A)  agit  sur 
M  comme  si  la  surface  était  recouverte  d'un  fluide  dont  la  densité 
superficielle  serait  ^,,k',  et  cpie  les  molécules  renfermeraient  un  autre 
fluide  dont  la  densité  de  masse  aurait  pour  valeur 


f/--, 

d'-.         d^-, 

u 

a               u 

d.V^ 

^  dY-  ^    dz'' 

i  d^'  k'       r/a' 


d:>.' k'    ,    d'^' k'    ^    d-fk' 


4.  Action  d' un  corps  aimanté  sur  un  point  intérieur  de  l'un  de  ses 
éléments  magnétiques.  —  Concevons  une  sphère  (B)  ayant  son  centre  en 
M,  dont  le  rayon  est  extrêmement  petit  par  rapport  aux  dimensions  de 
l'aimant,  mais  qui  est  censée  assez  étendue  cependant  pour  renfermer 
un  grand  nombre  d'éléments  magnétiques. 

Les  composaates  de  l'action  exercée  sur  M  par  la  portion  de  (A) 
extérieure  à  (B)  pourront  se  déterminer  au  moyen  des  formules  (i)  et 
(4),  parce  que  le  développement  sifr  lequel  elles  reposent  est  ici 
parfaitement  admissible.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  celles  de 
(B)  qui  exigent  un  calcul  spécial,  puisque  a!  est  de  l'ordre  de  ^s,  cy, 
CYj,  c'Ç. 

Occupons-nous  d  abord  de  1  action  exercée  siu'  M  par  la  portion 
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de  (A)  extérieure  à  (B);  on  peut  supposer  que  Q  s'étende  au  volume 

,  .        ,     dO    dO      dO   ,  ^, 

entier  en   retranchant  ensuite   de  -t^j  -7^  >   -t^  les  composantes  X, 

Y',  Z'  dues  à  (B),  estimées  au  moyen  des  formules  (t)  et  (4)- 
Nous  avons 


X': 


,    d-  .    d-  d    , 

d.r   dx  '     dy    dy  '   dz    d:    /  * 


En  raison  des  dimensions  extrêmement  petites  du  volume  (B),  on 
peut  considérer  a! ,  [i',  7',  k'  comme  avant  les  mêmes  valeurs  dans  toute 
l'étendue  de  ce  volume.  Si  donc  nous  désignons  par  a,  [i,  7,  k  celles 
de  ces  valeurs  qui  correspondent  au  point  M,  c'est-à-dire  aux  coor- 
données X,  Y,  z,  nous  aurons 


ou,  en  elfectuant  les  differentiations  par  ra])[)oi't  à  x. 


Ix    dz' 


dx'  dy  dz' 


X'  =  -«/- 


dx'  dv'  dz' 


{^tf  f  l"j^,iy.iyd-j-,if  I  /"-qjç 


dx'  dv'  dz  ' . 


Kn  étendant  à  la  surface  de  (B)  les  notations  admises  |)our  celle  di! 
A  ),  cette  expression  jjcut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

X'  =  -  a/cj'^-f^fl  cos/V/w' 

—  fik  I   '•^  ~''     cosm'  r/w'  —  yX*  /         ,^  "   cos/i'  r/o;; 
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et  comme 

x'  —  X  ^  u' co^l' ,     y — Y  ^=  u  co?,m' ,      :■'  —  :  =  u' cosn', 
il  vient 

Concevons,  momentanément,  que  les  axes  coordonnés  soient  trans- 
portés parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  M  pris  pour  origine; 
soient  5  et  d/  les  angles  formés  par  u'  avec  31s  et  sa  projection  sxn-  le 
plan  ,r]Mv  avec  Mr;  nous  avons 

.r'  —  .r  =  u'  sin  5  cosi}-,     Y  —  y  =  ?/'  sin$  sin({;,     ='  —  s  =  m'  cos5, 

(^?w'  =  u'-  sin  5  r/5  f/(j> 
et 

X'  =  —  «X-  C  j  sin'  5  cos-  <\idedà  —  fik  I  I  sin'  5  sin  (j;  cos|  rf$  (/•} 

—  •y^-  /   /  sin-5cos5  cosy  É?5  f/'i, 

les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites   5  =  o,    i}/  =  o   et  5  =  ~, 
6  =  2-.  On  tire  de  là 

et  l'on  trouverait  de  même 

Y'=-|7:/5/(-,     Z'  =  -|7T7X-. 

Nous  avons  donc,  pour  les  composantes  de  l'action  sur  31  par  la 
portion  de  l'aimant  extérieur  à  (B), 

(7)  {  Y.  =  ^  +  i<./{-, 
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Il  nous  reste  maintenant  à  déterminer  les  composantes  de  l'action 
exercée  par  la  sphère  (B)  sur  le  point  M. 

Concevons  un  cône  ayant  son  sommet  en  ce  point,  d  une  ouverture 
sphérique  infiniment  petite  d<j  et  terminé  à  la  surface  de  (B).  Une 
masse  fluide  élémentaire  pr-dadr,  comprise  dans  ce  cône  et  située  à  la 
distance  x   du  sommet,   donnera  lieu  à  l'action   pdodx,   et  l'on  aura 

di  I  pdi  pour  l'action  du  cône  entier.  L'action  produite  par  le  cône 

opposé  sera  de  sens  contraire  à  cette  dernière  et  ces  deux  actions  se 
déiruiront  au  moins  en  partie.  Comme  les  deux  cônes  ont  la  même 
longueur,  ils  traverseront  à  peu  prés  le  même  nombre  d'éléments 
magnétiques  extérieurs  à  celui  auquel  M  appartient,  et  la  surface  île 
chacun  de  ces  éléments  sera  traversée  deux  fois.  Quoique  ces  éléments 
ne  soient  pas  nécessairement  identiques,  comme  leur  nombre  est  très 
grand  et  pour  ainsi  dire  infini,  il  n'y  a  pas  de  raison  de  supposer 
qu'il  y  a  plus  de  fluide  libre  d'un  côté  que  de  l'autre.  Alors  il  ne 
restera  de  l'action  des  cônes  que  celle  qui  est  due  aux  portions  cju'ils 
déterminent  dans  la  couche  fluide  de  l'élément  dans  l'intérieur  duquel 
M  est  situé.  Il  suit  de  ce  raisonnement  que,  si  ce  point  était  extérieur 
à  tout  élément  magnétique,  il  ne  serait  soumis  à  aucune  action  magné- 
tique de  la  part  de  (B),  c'est-à-dire  c|u'une  particule  magnétique 
de  l'un  ou  l'autre  fluide  que  l'on  placerait  au  même  point  v  resterait 
en  équilibre  si  elle  n'était  influencée  que  par  (B). 

Sujiposons,  pour  un  instant,  c]ue  l'on  ait  transporté  les  axesO.r.  t)\ . 
i)z  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  M. 

Soient  0  et  <^  les  angle.i  formés  par  i  avec  M  s  et  sa  jjrojection  sur  le 
plan  .xMy  avec  Mjp;  s  l'épaisseur  de  la  couche  magnétique  déterminée 
parla  direction  de  ï  ;  on  |)eut  prendre  da  =  sin5  dO  d\  et  1  on  rcconnait 
facilenieiit  cjue  les  composantes  de  l'action  due  à  (B),  parallèles  à  Or, 
<>i',  Oz.  ont  jiour  expressions 

a,  =  —    /   i  Oi  sin'-  0  cos\j>  dO  c^'|, 

(8)  i  /^'=^   /   //j£sin-5sin|</Jû'|. 

Y,  z=  —   I  I  01  sin 6  cos6  d<]j. 
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les  intégrales  étant  prises  entre  leslimitesô  =  o,  ^}/  =  oet  $  =  -,  'J/  =  27:. 
Nous  rappellerons  que  nous  avons  désigné  par  a,  ,';,  7  les  valeurs  de 
«',  |5',  y'  qui  se  rapportent  aux  point  j\I. 

En  remontant  au  n'^  2,  nous  remarquerons  que 

ec^ ch  ^  IX-  sin$  (Vj  clb, 
r/_  ^  V  sin5  cosd;,     cv;  ^  i  sin5  sin'|,     c^  =  tcos5; 

d'où  l'on  déduit 

l    a  = —^  I  I  pîx^  sin-ô  cos'\i  d^  d'^, 

(9)  /   ^  =r -^  /   jpsx^surOsm'bdSd'l^, 

'   Y  =  —  /   /  psi"  sin5  ros5  (/(L. 

Poisson  a  supposé  que  a,  ft,  -y  sont  des  fonctions  linéaires  de  a,,  /5|, 
7,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  la  forme  de  l'élément 
magnétique  et  de  sa  position  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés. 
Par  des  transformations  de  coordonnées  et  en  exprimant  que  a,  /3,  •/ 
ne  changent  pas  de  valeur,  si  l'aimant  (  A  ),  étant  une  sphère  homogène, 
tourne  sur  lui-même,  il  arrive  à  conclure  que  six  des  coefficients  de 
a,,  jj,,  7,  sont  nuls,  que  les  trois  autres  sont  égaux  et  que  l'on  peut 

ainsi  poser 

«  =  -/)«,,     ,6=-/7fi,,     7=-/;7,, 

/Jetant  une  fonction  inconnue;  il  cherche  à  déterminer  cette  fonction 
par  une  savante  analyse  où  il  fait  intervenir  les  fonctions  sphériques; 
il  arrive  à  im  résultat  approximatif  tel,  qu'd  a  dû  supposer  en  chemin 
que  l'élément  magnétique  était  sensiblement  sphérique.  En  effet,  en 
substituant  à  cet  élément  unesphère  moyenne  derayon  x , ,  ayant  le  même 
volume,  nous  aurons 


et,  en  faisant  i  =  t,  dans  les  formules  (9)  et  en  ayant  égard  aux  va- 
leurs (8  ;,  on  voit  sans  peine  que  l'on  a 

(10)  a,  =-|-a,     ^,=-^n/3,     7,  =-37:7. 

Joiirn.  Je  ilalh.  (3°  série),  tome  IX.  —  JlIN  l883.  -^7 
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Telles  sont  les  relations  auxquelles  Poisson  est  arrivé,  quoique  les 
raisonnements  qui  1  v  ont  conduit  ne  soient  pas  de  la  dernière 
rigueur  ('  ). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  composantes  de  l'action  totale 
exercée  par  l'aimant  (A)  sur  un  point  intérieur  de  l'un  de  ses  éléments 
magnétique  soni  ponr  expressions 


--S-^-c 

:-/t). 

^=f-l=.5(' 

,-/•), 

i  -  /c). 

o.  Equations  d'équilibre  des  deux  Jîuides  contenus  dans  un  corps 
aimanté.  —  Supposons  que  les  particules  magnétiques  de  (A)  soient 
soumises  non  seulement  à  leurs  actions  mutuelles,  mais  encore  à  celles 
d'aimants  extérieurs.  Désignons  par  V  la  fonction  potentielle  de  M  due 
à  l'action  de  ces  aimants. 

Il  faut  que  les  forces  magnétiques  qui  sollicitent  le  point  IM  se  fassent 
équilibre,  car  autrement  il  y  aurait,  en  ce  point,  décomposition  du 
fluide  neutre,  et  l'équilibre  magnétique  dans  (A)  n'existerait  pas, 
comme  on  l'a  supposé  ;  c'est  pourcpioi  d'ailleurs  on  a  admis,  commepoiu* 
les  fluides  électriques,  que  le  fluide  magnétique  était  répandu  sur  la 
surface  de  chaque  élément  d'aimant. 

On  doit  donc  avoir,  ]iour  tous  les  points  de  l'intérieur  de  ;  A)  ou 
quels  que  soient  x,  y,  z , 

X    +  -7-   =  O,         ^     +    -7-     =  O.        z   -f-   -r-    =  O, 

flx  </)•  az 


(  '  )  Il  le  reconnaît  lui-même  dans  son  Mémoire  de  1828  inlilulé  :  Sur  la  théorie 
du  magnétisme  en  mouvement  {Mémoires  de  l'Insliliil,  p.  'i^t\),  Mémoire  qne 
nous  n'analyserions  qu'en  sortant  du  cadre  que  nous  nous  sommes  tracé.  Il  nous 
paraît  cependant  que  l'on  pourrait  éluder  les  difficultés  eu  luiilliplliint  les  ex- 
pressions (10)  par  un  coefficient,  probahlemeul  peu  difl["ércul  <le  l'uuilé.  mais  (|ui 
ne  pourrai!  cire  i|u'unc  donnée  expéririii'iitali!. 
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clou,  pour  les  équations  cherchées, 


k)=^  o. 


dx        dx         3      '  ^ 

dN        dQ         4     o.  ,N 

dV        dQ        4       /  I, 

On  sait  que,  par  sa  uature,  la  fonction  V  satisfait  à  l'équation 


^.3) 

d-  V 

d^ 

-t- 

d-X 

-H 

on  a  de  plus 

(/) 

II 
dx-' 

+ 

d^-1 
II 

dv'- 

7         à'  A 

lorsque  les  différences  x'  —  x,  y'  —  y,  z'  —  z  ne  sont  pas  infiniment 
petites,  et  dans  le  cas  contraire 


d-  —,         d-  — -  d-  — ; 

M  H  II 

1^  "•"  ~d^  "^  17? 


/        1  W  te  (t  / 

{g)  7nr  + -^ =  -''■■ 


Si  l'on  forme  au  moven  de  l'équation  (5)  du  n"  5  l'expression 

dx-  dy-  dz'^ 

la  somme  des  trois  intégrales  qui  se  rapportent  à  la  surface  de  (A)  est 
nulle;  la  somme  des  trois  autres  se  réduit  à  celle  qui  est  relative  à  une 
sphère  d'un  ravon  infiniment  petit  enveloppant  le  point  M  et  dans 
laquelle  on  peut  supposer 

doi'/;'  _  d%k        d'^'k'  _  d^        d-;' k'  _  d-jk 
dx'  dx  '        dy'  dy  '       dx'  dx  ' 

on  obtient  ainsi,  eu  égard  à  la  relation  (/), 

IÏ:^-  -^  dT^  -^  71^  -       ^""X  dx    ^    dy    1^    dz 
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Si  donc  on  ajoute  entreelles  les  équations  12,  a|)rès  les  avoir  tlitté- 
rentiées  respectivement  par  rapport  à  .r,  y,  z,  on  trouve 

,    ,,  /V/aA-  f/3A-  rfv/.\  doL  (n  d-' 

(^4)       H^  "^  i^  -^  ^) + ^71-  +  <;■  +  .7^  ^  °- 

6.  Cas  où  la  température  de  V aimant  est  uniforme.  —  Nous  ne  con- 
sidérerons dorénavant  que  le  cas  dans  lequel  k  est  une  constante 
(n»2:;. 

L'équation  précédente  se  réduit  alors  à  la  suivante  : 

/    ^.^  d%  f/3  d-f 

('■^)  .77-*-.77  +  s:-  =  °- 

A  l'inspeetion  des  équations  (12),  on  reconnaît  que  v,^j,  7  sont  les  déri- 
vées partielles,  par  rapport  à  x,  y,  z,  d'une  ménje  fonction  que  nous 
désignerons  ]iary.  Nous  aurons  ainsi 


:i6)  a=^,     ,3  =  ^,     7 


'1      r.  -'Il      .  -'IL 

d.r'      '''  ~  df'      ^         dz' 


et,  au  lieu  de  l'équation  !  i  >  1, 

/       N  d-f  d'-f  d-f 

^    '  '  djc-         dy-         ds- 

Les  équations  (12)  se  réduisent  alors  à  la  suivante  : 

(.8)  v  +  Q-|^(r-X-y=o     ('), 

d'où  on  les  déduira  par  la  différentiation  relative  aux  trois  coordon- 
nées. 

En  vertu  de  l'équation  (i5)  et  en  supposant  k'  ou  /•  constant,   la 
seconde  intégrale  de  l'expression  (5),  (n°  5)  est  nulle  et  l'on  a  sim- 


(')  Celle  é(|uali()ii  ii'esl  aiilre  chose  (|iie  loUi'   <|ui  il   éto   ie|)riiiliille  par  (  ii-ceii 
cl  à  laquelle  nous  avons  fall  allusion  au  n"  1. 
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plement 

m  ()  =  -  X-  /    -y-^cos/  +  -f^cosOT  +  ^,  cos7i     -^, 

^    •'^'  ,/    \//./'  dy'  (h  J    II' 

en  désignant  pai-y'  ce  que  devienty quand  on  y  remplace  a,  )-,  ;  par 
j?',  y,  :;'.  La  couche  fictive  superficielle  dont  nous  avons  parlé  à  la  fin 
du  n°  5  est  donc  tout  ce  qu'il  reste  de  l'action  exercée  par  (A)  sur  M. 
Portons  sur  la  normale  extérieure  au  point  M'  de  la  surface  de  (A) 
une  longueur  infiniment  petite  JNI'M,  =  dw' ,  et  soient  ■»'+  dx',  V  +  dy\ 
z-\-dz'  les  coordonnées  de  M',;  comme  on  a 

7,        dx'  ,         dy'  ,        dz' 

COSi=   -r-,  >      COS771   =   -f—.,      COill    ^  -;— ; , 
rtii'  dw  dw 

l'expression  (19)  se  met  alors  sous  la  forme  simple 

Comme  les  équations  d'après  lesquelles  Q  s'est  réduit  à  l'expression 
(19)  n'ont  pas  lieu  pour  les  éléments  magnétiques  situés  sur  la  surface 

de  (A),  ou  qui  en  sont  à  une  distance  insensible,   les  valeurs  de  ^' 

'■  d.i 

dO     dO  ,  1.       •         1  -i- 

-7^)  -7^  ne  comprendront  pas  1  action  de  ces  éléments;  mais  on  peut, 

sans  erreur  appréciable,  négliger  cette  action  ou  la  regarder  conunc 
insensible  par  rapport  à  celle  de  tous  les  éléments  dont  (A)  est  com- 
posé. 

7.  Le  volume  renferme  un  ride  à  l'intérieur.  —  On  calculera  d'abord 
Q  comme  si  le  volume  était  plein,  etde  l'expression  obtenue  on  retran- 
chera celle  qui  est  relative  au  volume  du  \ide  intérieur  considéré 
comme  plein. 

Supposons  que  les  éléments  qui  entrent  dans  les  fornuiles  (19)  et 
(ig')  se  rapportent  à  la  surface  extérieure;  augmentons  d'un  accent 
les  éléments  correspondants  qui  sont  relatifs  à  un  point  JM"  de  la  sur- 
face intérieure.  Nous  aurons 

f/j"  (/il)'      ,  r'ff"  '^'o' 


^  ./   (iw     II  I   div      II 


2x4  II.     RESAL. 

la  première  de  ces  intégrales  s'étendant  à  la  surface  extérieure  et  la 
seconde  à  la  surface  intérieure. 

Supposons  que  la  fonction  V  se  rapporte  aux  aimants  extérieurs  à 
(A)  et  que  U  soit  son  équivalent  pour  les  aimants  qui  pourraient  se 
trouver  dans  le  vide;  à  l'équation  (i8  )  on  devra  substituer  la  suivante  : 

(21)  V  +  U  +  Q- ^^i-   X-)/=o, 

dans  laquelle  Q  sera  remplacé  par  sa  valeur  (20). 

Plaçons  l'origine  O  des  coordonnées  dans  l'intérieur  du  vide,  et  soient 

r,  le  rayon  vecteur  OM;  0  l'angle  MO  s;  (j>  l'angle  formé  avec  Ox  par 
la  projection  de  /•  sur  le  plan  jOa?;  affectons  d'un  accent  et  de  deux 
accents  les  quantités  analogues  qui  se  rapportent  aux  points  M'  et  M" 
de  la  surface  extérieure  et  de  la  surface  intérieure.  Soient,  de  plus 
73^',  w"  des  angles  qui  forment  avec  r' ,  r  les  normales  en  M',  M";  E',  E" 
les  épaisseurs  suivant  les  directions  de  r' ,  r"  des  couches  fluides  fictives 
répandues  siu-  les  surfaces  extérieure  et  intérieure.  Nous  avons 


(2:^) 

(24) 


u'-  =  r-  —  2rr'  [cos5cos5'  +  sin5  sin6'cos(^i|>  ~  'V )]  ~^  '''< 
u'-  =  /•-  —  2r/-"[coS'5  cos5"+  sin5  sin5"cos('ii  —  di")]  -+-  r"^, 
(lui'  cosTïï'=  r"^  sin5'  dS'  rfj>', 
</w"cos5r"=  r"^sin6"û?ô"  t?i|/", 

K  -r-7  ^  E  COSCT  , 


I    li  -^  =  E  COSÎ3 


Les  formules  (  20)  et  (  21)  deviennent  alors 


(2.5)     Q  =  -  f  fl^E'r'-sïu  O'dOcl'!^'  -  f  f  ~  E"r"=sin(5%/5'V/f , 

[  V  +  -  u|7r(i  -  k)/-  f  /"-^E'r'\sin5V/5V/f 
(  26  )  / 

+  ^^^E"/-"-sin5'V/5"f/f , 
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les  intégrales  étant  prises  entre  0'  =  o,  5"  =  o,  (j;'  =  o,  ■}"  =  o  et  (/'  =  -. 
■5"=:  n,  ({''=  27:,  J'"=  2  7r. 

On  sait  d'ailleurs  que,  en  substituant  les  coordonnés  polaires  aux 
coordonnés  rectilignes,  l'équation  (17)  se  transforme  dans  la  suivante  : 


^27)  <://-2  sinerfe  sin^O  c^i|/2 


=  O. 


8.   Indications  générales  sur  la  marche  à  suivre  pour  arriver  à  l'inté- 
gration. —  Posons 

R,-  étant  une  fonction  rationnelle  entière  du  degré  i,  decos9,  sinSsinv}/. 
sinôcosij/,  dépendante  de  r,  qui  satisfait  à  l'équation 

+  f(t  +  I    R/=  o. 


d^  sin-0    ciy- 

En  remplaçant/ par  R,  dans  l'équation  (27)  et  ayant  égard. à  la  pré- 
cédente, on  trouve 

d-  /•  R ,         ...         ,  „ 
/■— j-ir-  —  'ft  +  i)R,  =  o. 
dr- 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
R,  =  H,V+^1, 

H,,  Gj  étant  des  fonctions  sphériques  du  degré  î  en  0  et  ^,  indépen- 
dantes de  r,  qui  satisfont  àl'équation  (29)  quand  on  les  substitue  à  R,. 
L'équation  (27)  sera  donc  satisfaite  par 


:3o)  /=^(H,r'+^,). 


Cela  posé,  on  substituera  àycette  valeur  dans  l'équation  (26),  ainsi  que 
les  expressions  de  u,  //',  V,  U  exprimées  en  séries  con\ergentes  ordon- 
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nées,  selon  les  cas,  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes 
de  /',  et  l'on  égalera  à  zéro  la  somme  des  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  /•.  On  déterminera  ainsi  les  H,,  G,,  par  suite  /,  puisa,  fi,  y, 
et  enfin  les  composantes  de  l'action  magnétique  du  corps  au  nioven 
de  la  quantité  Q  dont  la  valeur  se  déduira  de  celle  de/ par  des  inté- 
grations immédiates. 

§  III.  —  Application  AUX  CORPS  SPHÉRIQU PS. 

i).  Équilibre  magnétique  intérieur  d'une  enveloppe sp/iérique.  —  Con- 
sidéronsune  sphère  creuse  dont  les  rayons  extérieur  et  intérieur  soient 
a,  b,  et  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  O  de  cette  sphère. 

On  a 

dw'  =  dr\     dw"  =  dr"  ; 
j)ar  suite, 

dr  dr 

expressions  dans  lesquelles  on  devra  faire  r  ^=  a,  r'^b,  après  avoir 
effectué  les  différentiations. 

Si  nous  distinguons  par  un  accent  et  deux  accents  les  valeurs  que 
jirennent  II,  et  G,  lorsque  l'on  y  remplace  6,  ^  par  5',  ih'  et  par  5",  6",  nous 
aurons,  en  vertu  de  l'équation  (3o)  du  n"  8, 

^^^  \E'  =  /cJ^\iKa'--ii-^.)§^:\, 

L'é([uation  (26)  du  n"  7  prend  alors  la  forme  suivante  : 

G, 


kb'  f  f^,  s  I  iu;  b-'  -{i-h\)  f-^,  I  sin  0"drd<^"  =  o. 
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(Joiiime  on  a  r<^a,  r^  b,  ~  ne  pourra  être  développé  en  série  conver- 
gente que  suivant  les  puissances  ascendantes  der,  et —,  que  suivant  les 

puissances  descendantes  de  la  même  variable.  Nous  poserons  en  consé- 
quence (') 

les  coefficients  Y'„,  Y^,  étant  égaux  à  l'unité.  La  fonction  Y^  est  svmé- 
trique  en  5,  5'  et  l,  <b'  e\.  satisfera,  substituée  àR,-,  à  l'équation  (29),  en 
remplaçant  toutefois  S  par  5'  et  i}/  par  di'.  On  sait  d'ailleurs  que  l'on  a, 
en  intégrant  entre  les  limites  5'^  o,  d^'^  o  et  5'=  ;:,  ûj'  =  iu, 

I  I  B'-.\'.  fi\u  0' dy' (ly  =^  0     pour/'^t, 
/Tlf-Y'.  sin5'r/5'(/y=   -^4^'- 

équations  dans  lesquelles  H,  peut  être  remplacé  par  G,. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  à  Y",  H",  (i"en  lempla- 
çant  ô',  9'  par  0" ,  y'. 

Il  résulte  de  là  que,  en  substituant  les  séries  ;3i  dans  l'équation  (2), 
cette  dernière  devient 

Si  l'on  remarque  que  les  fonctions  Y  et  U  correspondent  à  des  centres 
de  forces  dont  les  distances  au  point  O  sont  plus  grandes  que  r  pour  la 
première  et  plus  petites  pour  la  seconde,  ces  fonctions  seront  respcc- 

Juurn.  de  Math.  (3"  série),  tome  IX.  —  Jiillet  i883.  20 
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tivement  développables  suivant  les  puissances  asceiulantes  et  descen- 
dantes de  r  et  nous  pourrons  écrire 


U  = 


■S^. 


y,  et  U,  étant  des  fonctions  sphériques  du  même  ordre  que  II,,  G,. 

A  mesure  que  r  augmentera,  U  tendra  à  se  réduire  à  son  premier 
terme,  mais,  à  la  limite,  cette  fonction  sera  égale  à  la  somme  des  quan- 
tités de  fluide  libre  appartenant  aux  aimants  intérieurs  divisée  par  r  et, 
comme  cette  somme  est  nécessairement  nulle,  on  a  Uq  =  o. 

Portant  les  valeurs  (5)  dans  l'équation  (4)  et  égalant  à  zéro  les  coef- 
ficients de  r*,  — r-T>  on  trouve 
/■■"*"' 

l  \  ,—  ^  1 1  -  k]  H,  -  f^r.k  -^^—  H,  +  \nk  ,    .'^'  ,,^.  G,  =  o. 

(  O  )         / 

I u, -  1^  ( I  -  A)  G,  +  47r/5-  i^  H,  -  /, ;: k  ^-^^  G,-  =  o, 


d  oii  l'on  déduira  les  valeurs  de  II,,  G,  qu'il  s'agissait  de  déterminer.  De 
ce  que  Uo=  o,  la  seconde  des  équations  précédentes  donne  G„  =  o  et 
ou  tire  de  la  première 

(7)  Vo-^(i-/->Tl„  =  o. 

En  remarquant  que  l'unité  est  une  fonction  sphériquede  l'ordre  O, 
les  formules  ^i  donnent  pour  les  quantités  totales  dv  fluide  libi'c  fic- 
tives répandues  sur  les  surfaces  extérieure  et  intérieure  de  l'enveloppe 

(1-  I'  I  E'  si n  0'  cIO' f/f  =  —  /, R  G„ , 
h-  I    I  E" s'\uO" c/O" rll"  =  —  'ittGo, 

et  sont  ainsi  nulles  |)nis(pie  G„  =  o. 
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10.  action  de  l'enveloppe  sur  un  point  donné  exlérieur  ou  intérieur. 
—  Soient  F  la  fonction  dont  les  dérivées  changées  de  signe  par  rap- 
port à  X,  y,  z  donnent  les  composantes  suivant  Ox,  Oy,  Oz  de  l'ac- 
tion exercée  sur  le  point  M. 

Cette  fonction  ne  sera  autre  chose  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2)  dans  lequel  on  supprimera  le  terme  en  (  i  —  k)  qui  caractérise 
un  point  d'un  élément  magnétique  de  l'enveloppe  et  par  conséquent 
on  aura 

j  ^  kb'  Cf  l,\\iW^  h"'-[i-^\)^\\nb"df>"d^". 

I  "  Le  point  M  est  extérieur.  Comme  r^a^  b,  nous  pourrons  écrire, 
comme  plus  haut, 


6'  TT    _vi!i 


On  reconnaît  facilement  que  le  coefficient   du  terme  en  ^7^,  de   F 

fournit  par  U  et  u"  n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  la  se- 
conde des  équations  (6)  dont  on  aurait  supprimé  le  second  terme: 

ce  coefficient  est  donc  égal  à  ^  (i  —  /»)  C,;  nous  avons  donc  déjà 

-  ka-  f  f^y\  f  H,«'   '  -  (/  +  I  )^  I  sinô' dO'  r/f . 
Mais  nous  devons  poser  aussi 

a'  ^  Z^r'^'' 
Y^  ayant  la  même  valeur  qu'au  numéro  précédent.  Il  vient  donc 


Au  moyen  de  la  première  des  équations  (6),  cette  expression  se  n^duit 
facilement  à  la  suivante  : 

(9)         ^  =  ^  -Z-^^  +ir('-'^'^2 — y^^ — 

2°  Le  point  ÎM  est  intérieur  à  lemeloppe  ou  r<^b  <^a.  —  On  de\ra 
jirendre 

comme  au  n°  8.  Le  terme  en  r"  fourni  par  le  premier  et  le  troisième 
terme  de  F  ne  sera  alors  autre  chose  que  le  premier  membre  de  la 
première  des  équations  (G)  dans  lequel  on  aurait  supprimé  le  terme 
en  (i  —  k);  nous  avons  donc  déjà 

+  /cb'  f  f-^,  Uï-i  b''  -  ^  G';l  smO"dO"fKy' 

Comme  ici  nous  devons  prendre 

y  Y,'/-' 
il  vient 

ou,  en  avant  égard  à  la  seconde  des  équations  (G), 

11.  Examen  (le  (juelqucs  cas parliculicrs .  —  i"^-=;  i.  Cette  liy|)o|[ièse 
s(!  réalise  à  très  peu  près  pour  le  fer  doux.  Les  équations  ((>)  et  (lo) 
se  réduisent  aux  suivantes  : 
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D'où  cette  double  proposition  :  V action  exercée  sur  le  point  M  est 
indépendante  des  masses  magnétiques  intérieures  s  il  est  intérieur  et  des 
masses  magnétiques  extérieures  s'il  est  intérieur. 

2°  La  sphère  est  pleine.  Nous  avons  U  ^  o,  i  =  o,  par  suite  (î,  =  o 
(i'après  la  seconde  des  équations  (6);  la  première  de  ces  équations 
donne 

(6n  H, 

et  l'équation  (g) 
(9-) 


=  y-^^ 


3°  L'enveloppe  sphériqne  n'est  soumise  qu'à  une  action  extérieure  con- 
stante en  grandeur  et  en  direction.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
cette  action  est  celle  qui  est  produite  par  la  terre.  Nous  dirigerons  la 
partie  positive  de  l'axe  O:;  vers  le  pôle  boréal  terrestre,  et  nous  ferons 
passer  par  M  le  plan  zOx  qui,  étant  lui  plan  de  symétrie,  renfermera 
l'intensité  magnétique.  Nous  poserons 

V  =  —  »2;  =— wrcos5,      U  =  o,      jS  =  o, 

m  étant  une  constante  qui  sera  positive  pour  notre  bémisphére. 
Nous  aurons  ainsi 

V„  =  o,     V,  =  —  tn  cos5     et     V,  =  o  pour  />  2 

et,  en  vertu  des  équations  (6), 

H,  =  o,     G,  =  o  pour  /  >  I ,      H„  =  o, 

en  nous  rappelant  que  G(,  =-  o. 

De  ces  mêmes  équations  on  déduit 


{&' 


H,  =.\(f  -t-A:)cos5, 
G,  =  AX-i'oosÔ, 
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en  posant 

,       ■.  A   __  3  ma'' 

De  la  formule  (3o  )  du  n°  8  on  déduit  alors 

/z=  Arcos5(  I  +  A  +  /■  — j  ■ 

Désignons  par  SI,  311  les  composantes  suivant  le  rayon  et  la  méri- 
dienne de  l'intensité  magnétique  au  point  M  (n"  2),  dont  les  projections 
sur  Or,  Oy,  Oz  sont  respectivement 

^         d.r'      ''         dv         '  dz 


Nous  avons 

A  cos(;(  \  +  k  —  a/-  4î) 


df 
dr 


011  =  -^,  =  —  A  sin Oi\  -h  k  +  kW' 

et  l'on  voit  ainsi  que  l'intensité  magnétique  en  chacun  des  points  de 
(A)  est  parallèle  à  la  direction  du  magnétisme  terrestre.  Des  formules 
(i  I  >,  on  déduit 

a  =  <a  sin  $  -h  Oit  cos  5  =  —  '3  A  /■  —  sin  Ô  cosC . 

/■' 

1  />^  I 

Y  =  Si  cosO  —  011  sinô  =  A     \  -h  k  +  k  —{  i  —  3cos-!;  )    • 

En  se  rapportant  à  la  fornnde  (9)  et  avant  égard  aux  valeurs  ci- 
dessus  de  V|,  TI|,  (;,,  A,  ou  trouve,  pour. la  fonction  potentielle  d'un 
point  M  extérieur  à  l'enveloppe, 

(1:^)  ¥  =  rncosOi^  —  r -h  \]'^y 

en  posant 

'  (1  H-  A)rt'  —  'Ak'b' 
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On  déduit  de  là  pour  les  composantes  de  l'action  exercée  sur  M, 
estimées  suivant  le  ravon  et  la  méridienne. 


/ncos5(  I  -)-  2B  —  I  j 
I  011 ,  =  —  w  sin  5  ^  —  I  +  B  ^  )  • 

Ainsi   donc  l'action   dont  il   s'agit  est  parallèle   à   la  direction  au 
magnétisme  terrestre. 

Des  formules  précédentes  on  déduit  aussi 

—  ^  ^a,  SU)  &  +  311 ,  COS&  ^—  inB  ^sui5  cos7, 


fLv 

rl¥ 

—-  =z  s\^   cos 
dz 


5  —  oiv,  sin5  =  —  m   I  —  B  — (i  —  3cos-5) 


ou  encore' 

;  d¥ 


dx  r' 


]  dV  \  ^a'/  3c^  , 


Si  la  sphère  est  pleine  ou  si  b  ^  o,  on  a  simplement 


dV  ,  fl' 

-7-  ^  —  mk  —  xz , 
dx  ;•" 


f=-{-*?('-^)J 


Il  est  évident  que,  si  les  axes  0>r  et  O  v  sont  orientés  d'une  manieie 
cpielconque,  on  doit  substituer  à  ces  formules  les  suivantes  : 

rfF  ,  a} 

-r-  = —  mk  ^xz, 
dx  r' 

,    .„  '  dF  j  a' 


,/V 
-dl^-"' 


[■-*5(.-ï) 
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§  IV.  —  Application  des  formules  générales  a  l'ellipsoïde. 

12.  Expression  de  la  fonction  potentielle  (^.  —   Rappelons-noiis  les 
f'onnules  suivantes  du  n"  6  : 

,    ,  d-f         d'f        d-f 

/    N  ^^  /  C(df'  V        df  ,        df  ,\  di,y 

(2)  Q  =  _;{-j(^-^cos/  +  ^,cosm  +-^,cos«  )^. 

.Soient 

(3)  £^'  + •!;  +  £;=, 

\     I  a-  b-  c- 

l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  (A)  ; 
bt'  l'angle  formé  par  la  normale  au  point  [x',y',z')  avec  le  rayon  vecteur 

OM'  ^=  i'  mené  en  ce  point  ; 
dç  l'ouverture   sphérique  du  cône  ayant  son   sommet  et   pour  base 

l'élément  dj/  de  la  surface  de  (A). 

En  posant 


/x''-         y'-         z'- 
^  =  V  —  +  'tt  +  -  ' 


nous  avons 

cos  /' 


I  J" 

,          I     Y 

1       1  ; 

—      y 

cos  m  =  -  Y".  ' 

cosn  = ; 

A  a- 

A  b- 

A  c- 

cos  t;j'  =  -7  cos  /'  H-  ■—  cos  m'  -h  -,  cos  //  =  -j-, 
r  r  r  /-A 

d'ji  =  r  -  ;  ^  A  ;•    dz . 

COSCJ 


Par  suite 


,    ,.  ^  ,   r ( dr  x'         df  v'        df   z   V    ,i-(h 

TSous  supposerons  que  l'ellipsoïde  n'est   soumis    (pi"à   une  aclion 
extérieure  constante  en  grandeur  et  en  direction,  ce  qui  revient  à  poser 

(4)  V  =  X.r  +  D'oV  +  Gr, 
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fil  désignant  par  -A.,  ife,  G  trois  constantes  données.  Nous  allons 
chercher  à  satisfaire  aux  conditions  d'équihhre  magnétique  intérieur  de 
l'ellipsoïde  en  posant 

(5)  /=«.r +f57  +  7.^ 

a,  ('5,  y  étant  des  coefficients  inconnus. 

Nous  rappellerons  (n"*  5  et  6)  que  a  =  -^5  p  =  ^  ,  y  =  ^_  doivent 

être  considérés  comme  des  infiniment  petits. 
La  formule  (2')  devient 

(=-)  Q  =  -*/(>  +  ¥  +  S>-^'- 

Considérons  un  second  ellipsoïde  (A'i  obtenu  en  Iransportanl  (  .\  ) 
parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  son  centre  vienne  coïncider 
avec  le  point  dont  les  coordonnées  parallèles  à  Oa-,  Oy,  Os  sont 
respectivement  «,  /S,  y.  En  désignant  par  x" ,  y",  z"  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M"  de  la  surface  de  (  A'  et  ])ar  /"  le  rayon  OM" 
de  ce  point,  nous  avons 

a-  b-  c-  ' 

OU,  en  ne  conservant  que  les  |)remiéres  puissances  de  x,  [l>,  y, 

x"-  —  2  a./-"  y"-  —  2  S)'"  .:"- —  2  7^" 

• +  ■ h  ■ —  =  1 . 

a^  b-  c- 

.Si  l'on  fait  coïncider  la  direction  de  C)M  "  avec  celle  de  OiM',  on  a 

„ /■"    ,         „ /•■'     ,       __„ /•'■  _, 

et  par  suite,  en  ayant  égard  à  l'équation  (3), 

'  ,  h''  ,  Y- 
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Nous  avons  donc 

Q  =  '■/"■■ -'"'^'- 

Cette  expression  n'est  antre  chose,  au  facteiu"  k  près,  que  la  fonction 
potentielle  de  M  qui  serait  due  à  rattraction  du  volume  de  la  couche 
limitée  par  (A)  et  (A')  ou  la  différence  des  potentiels  cjui  se  rapportent 
à  ces  deux  volumes.  On  sait  que  les  composantes  suivant  O.r,  (Jv,  Os 
de  l'attraction  exercée  par  (A)  siu' un  point(.r,y,  ;), qu'il  soit  extérieur 
ou  intérieur,  sont  de  la  forme 

-N*-,      -  N'j,      -  N"-, 

N,  N',  N"  étant  des  coefficients  positifs  qui  ne  dépendent  (|ue  de  a,  b, 
c.  Les  composantes  semblables  relatives  à  (A')  seront 

-  N(.r  -  y.),      -  W{y  -fi),     N"(  s  --  7); 

d  où,  pour  les  différences, 

-  K«,      -  N'/5.     -  N"7, 
nous  aurons  donc 

(b)  -^  =— NZ-x,     -7^  =  -NX-fi,     -7^=:  — NX-7. 

f/.r  dy  '  (Iz  ' 

par  suite 

(7)  Q  =- ^•(]Na.rH-N'/37  +  TN"7s). 

15.  Rappel  des  formules  relatives  à  l' attraction  exercée  pur  le  volume 
d'un  ellipsoïde  sur  un  point  {x,  y,  ;  l  —  Supposons  que  ac  soil  le  plus 
petit  des  trois  axes  et  |)osons 

Cl-  —  c- . ,       b-  —  c*       s  ,2 

5 —  —  «"»     s —  —  "    • 


Considérons  d'aljoid   le  cas  oii  le  point  attire  est  iiileneui'   cl  dé- 
signons par  c,  le  demi-axe  |)arallél('  à  0:d<'  rellipsoidc  homofoc  al  du 
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proposé  passant  par  ce  point.  Nous  avons,  pour  déterminer  c,.  l'équa- 
tion 

(8) 


C:  +  b'^  —  c-  C-.  4-  a-  —  c- 


<pii  n'athnet  qu'une  racine  positive  pour  c]  :  les  ileux  autres  racines  se 
rapportent  aux  hvperboloïdes  homofocaux. 

IVous  avons  maintenant  i'),  a  étant  une  varialjle  auxiliaire, 


(9)  ^^=r"     ""'" 


(I  -+-  \-  a-){\  +  a'- H-  I 

c'-        d'i. 

^1  \-nb  fC/Jh 

c-         d'i.' 


NT"  _    '|-«'' 


L. 


Remplaçons  maintenant  clans  l'équation    9    «  |)ai-  —a  cl  posons 


rt-  —  c-  -,  c-  ,  .2 /'"  —  C"  -j/o  ''" 


L,=r' 


II- du 


H-  /  f  ^-  )tM  -T-  /    -  II-  \ 


Nous  aurons 

(H. L  _  (//.,L  _  £^  ^/>.|L,     d',:\.  _  r^  <n.-^  i.| 

d\  <^//,,  cj       À;  f//.'  c\      d'i.\ 

(')  Fo//'  notamment  les  formules  (les  [).  \n\-urî  de  nuire  Traité  clcmcnlaire  de 
Wécanique  céleste,  en  y  rempUnaiil  /Il  pai  riinité,  M  |iar  \-a/ii-.  I.  par --<;/«■  l.,« 
par  f|  et  enfin  /.  par  À',  et  vice  versa. 


.28  H.     RESAL. 

Par  suite 

_  \-abc 
,  ^^    -      c]      ^^'■ 

Les  formules  (i  i)  et  (12)  s'appliqueront  au  cas  où  le  pouit  attiré  se 
trouve  sur  la  surface  de  rellipsoïcle,  en  y  supposant  c,  =  c  ou  X,  =  X, 
X   =  X',  et  alors  nous  avons 


/"  II- du 


II' du 

(1 

„  !\T.ab  (/XL 

c-       dl 

^,  4Tiab  (D.'L 

c-       d)J 


Si  le  point  est  intérieur,  l'attraction  se  réduira  a  celle  de  l'ellipsoïde 
déterminé  par  la  surface  semblable  à  celle  du  précédent  passant  par  ce 

point;  mais,  comme  pour  les  deux  ellipsoïdes  les  rapports  —^■>  X,  X'  ont 

les  mêmes  valeurs,  les  formides  (i  i')  et  (12')  s'appliqueront  encore  au 
cas  considéré. 

On  voit  ainsi  (jue  l'on  peut  se  borner  à  considérer  les  [(jrmules  [i\] 
et  (12  j  en  convenant  d'y  faire  c,  =  c,  X,  =:  X,  X,  =  X'  si  le  |)oint  attiré 
est  situé  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  ou  dans  son  intérieur. 

Cas  /Hir/icu/icr.  —  On  a 

f/L,  r'  l.u^dii 


'0    (,-f-Xî,/2)»(,+>,',2„î^2 
Si  l'ellipsoïde  (>st  de  révolution  autour  de  Os,  ou  si  rt  =  hou  X,  -  X,,  il 


MAGNETISME    STATIQCE.  22q 

vient 

^__    r'      l^iûdu     _  1    d    r'     it'dii 
dl,  ./^     (i  +  Àj«-)-        2  d}.J^      i-h'/.]ii-' 

•L.=  (    ^^?^,  =  ^(i-^arctang)„). 

Au  moyen  de  ces  deux  expressions  il  est  facile  de  former  celle  de 
—j —  et  1  on  a  par  suite 

N   =  N'  =  -^— ; r^    ,- arc  tan"- )., -,  ), 

i3) 


r   ^    ^  -^ — - —  ^     I  —  —  arc  tang  /, 


li.   Équilibre  magnétique  intérieur  de  V ellipsoïde.  —  Des  équations 
i2j  du  n°  5,  en  avant  égard  aux  valeurs  (4)  et  (6),  on  déduit 


G=7[^(.-/l-)+î^"X-], 
ou,  en  vertu  des  formules  (i  2',, 


,  /  1  —  A'         ,  ab  d\  L\ 


X'L 
3        '    "  c^-    dV 


ondétiuira  tie  là  c/.,  p,  7  et  l'on  voit  par  suite  que  la  forme    5    attribuée 
a  la  fonction  /satisfait  bien  aux  conditions  du  problème. 

la.   Action  de  l' ellipsoïde  sur  un  point  extérieur.  —  Soient  \,  Y.  Z  les 
composantes  de  cette  force  suivant  Ox,  Oy,  Os.  Nous  avons,  en  avant 
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éS'ird  i^  l'i  valeur   4  )» 

(1.5) 

1  ^.                  rfO 

<>- 

(z  =  c.f 

En  se  reportant  au  n"  16,  l'action  de  l'ellipsckle  A  sur  le  point 
M  a  pour  composantes,  suivant  Ox,  Oy,  Oz, 

en  ne  perdant  pas  de  vue  que  c,,  ).,,  >.,  sont  des  fonctions  dea;,  r,  :. 

Les  composantes  semblables  de  l'attraction  exercée  par  l'ellipsoïde 
(A')  s'obtiendront  en  remplaçant  dans  les  expressions  précédentes 
■r,  y,  z  respectivement  par  x  —  a.,  y  —  /3,  s  —  y;  mais,  comme  «,  jS,  y 
sont  traités  comme  des  infiniment  petits,  on  voit  que  le  résultat  sera 
le  même  que  si  l'on  ajoutait  aux  expressions  ci-dessus  leurs  différen- 
tielles totales,  en  v  remplaçant  dx,  dy,  dz  par  —  a,  —  p,  —  y. 

En  prenant  la  différence  entre  les  actions  exercées  par  (Aj  et  (A'), 
nous  aurons 

/         .r  ^.i L|  .^•  c/À,  L,  ,  v  (f'i  L  ^ 


±  =  -^r:kabc\.-^,,-^^^-^-^   -^  y 


(h 


/  y  rD.\L,  y  (A',  L ,  .  i'  fT/.',  l.. 


-7^  =  —   j7r^aèc\  a  — ^  -f-  6  —r r-  ,     , 

ilz  ^  (l  r  '       tl\  '      dz 

Si  1  on  ajoute  entre  elles  ces  valeurs  multipliées  res|)ecti\('nuiil  parr/r 
dy,  dz,  on  trouve,  pour  le  coefficient  de  —  l^nkabcot, 

d  (  X  f/).,l..'  ,  ci/',  L,    ,  L,    ,    \ 

dah\  -±7'^''^^^/^^'  ci  ^^=  )• 
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Cette  expression  n'étant  autre  chose  que  celle  d'un  potentiel,  la 
quantité  entre  crochets  est  nécessairement  une  différentielle  exacte  de 
X,  y,  z  et  l'on  doit  avoir  par  suite 

f/X,  ^     dK.  dAi  «-/^L,  •       cA,  dzL, 


dy                     dx        '  dz                  dx                       dz                  d\ 

Il  suit  de  là  que  l'on  a 

f/Q              ,     1     ,  d(i.xd\^\.^         ^vM.'L--        Y-I-i\ 

=  —  [\ukabc  '                    ,    r.        1         ,     I        1 


'.i6 


d'où 


dx  ^  dx\c]     dix  c\      dK\  (■{ 

dO  ,     ,     ,  r//a.rf/X,L,  Rydl',].,         73  L, 

dy  '  ^O'V^'î     '''''1  '"i      '''^M  '1 

dO  ,     ,     1  d  •''XX  dl,L,  Brf/),,L,         y-'^/^ 

-r   =  —   I  nl<abc  ~r  (  -r  — f—'  +  ^-  — F^  +  ^^  , 

dz  dz\cl      c/a,  cl      c/Aj  C-;    y 


(17)  Q  =  -  ',;:aic(^^'  +  ^  __i^  +  ^  ). 

Au  moyen  des  valeurs  (16)  les  formules  (i4)  feront  connaître  les 
composantes  cherchées. 

16.  Vérijicalion  dans  le  cas  de  la  sphère.  —  On  a  a  =  //  =  c.  ).,  ^  <-. 
>.,  =  o,  L,  =  J.  Les  formules  (12)  donnent 

3   --^■'     3   "~^'''     3 

et  l'équation  (17)  devient 

(i8)  Çl  =  -ky^{xx-^M\y -¥^z). 

Si  l'on  fait  coïncider  l'axe  des  z  avec  la  direction  de  la  force  exté- 
rieure qui  sera,  si  l'on  veut,  l'action  —  m  du  glohe  terrestre,  et  si  l'on 
fait  passer  le  plan  zOx  par  le  point  M,  on  a 

A,  =  o,     \i!>  =  o,     z  =  —m,     Y  =  o, 
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puis 

Q  =  mk  -r  z  ; 

-^  ,.3 

d'où  l'on  déduit 

-=^  ^  —  3  mk  —z  xz , 
ax  r' 

dO  j  , 

-^  =  mk 
az 


Eu  ajoutant  la  force  extérieure  —  m  à  la  seconde  de  ces  formules,  on 
retombe  sur  les  formules  i  i5')  du  n°  11. 

1  7.   Cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati.    —    Nous  avons  a  ^=  b, 
>,,  =  À,  :  les  équations  (  1 3)  et  l  i4   donnent,  en  faisant  ),,  =  X  = —  - 

,               ,         II  — A         /.-      a-      /i                     ,                1 
.  X  =  lina    —5 1 i A  -arc   tan"  a  —   r, 

(19)  ,  ^  =  47r^[^-  +  ï^rzr75(x«'-^-  tang  X  -  ^-^ 
[  £  =  4;,.^  p_:zA  ^  i  ^.[^  -  \  arc  tang/. )  |, 

d'où  a,  |S,  Y- 

En  ce  qui  concerne  l'action  de  l'ellipsoïde  sur  un  point  extéiieiu-, 
on  a,  en  portant  les  valeurs  (  1 3  )  dans  la  formule  (17), 

(20)  Q  =  -  47rA-  ^^(J^^.)  [^{ccx+^y){J-^  arc  tang/,,  -  ^) 

+  ysf  I  —  r-  arc  lanj^X,  )    ■ 

En  faisant  a  =  //  et  désignant  par  r  la  distance  dn  poinl  M  an  ccntic 
O,  la  formule  (8    donne 

( 2 1  j      c]  =  l[r-  —  a-  +  c^]  -h  '2  \/{r-  —  a'- -h  c*)'-'  -f-  '\  (a-  —  c' ) z" , 

en  y  joignant  la  relation 

(22)  r- =  X- -h y- -\- z- . 
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On  pourra  ainsi  former  les  valeurs  de  -^i  -pt  -j^^  et  par  suite  trou- 
ver les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'action  cherchée. 

18.  L'ellipsoïde  de  révolution  est  très  aplati.  —  Supposons  que  le  ra|j- 

porl  -  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  en  négliger  le  carré;  nous 

obtiendrons  une  sorte  de  plaque  circulaire  dont  l'épaisseur  décroîtra 
en  allant  du  centre  ii  la  circonférence  ;  on  a 

X  -  =  I ,     arc  tangX  = > 

et  les  équations  (19)  deviennent 

,  ,  3, a. 


1         ir.        c 

I  —  Ah — ;-  k  -  - 
k        a 

-3a£; 

a- 

Soft, 

1  —  A  H k 

4       « 

-3*r 

3g 

4<i 

^"v  =  — : — ^ 


k  - 


On  a  conservé  le  terme  en  -,  en  dénominateur  des  deux  premières 

de  ces  expressions,  en  raison  de  ce  que,  en  général,  i  —  k  est  une  très 
petite  fraction. 

La  formule  (20)  donne  ensuite 

Q  = —^1 — 7 '— — T    -  3rc  tang r-'— r; 

,_A^^ 3A--j^ 


4    a 
ZkcQz 


3t:  k-  \c, 
nk 


arc  tang 


Admettons  maintenant  que  le  point  M  soit  assez  peu  éloigné  du  centre 
de  la  plaque  pour  que  l'on  puisse  négliger  les  carrés  de  ^)  -^-  L'équa- 
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3o 
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tion  (2  1  )  donne 


-K' 


en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  —  selon  que  ;  est  positif  ou  négatif. 
On  a  d'ailleurs 


arc  tane  —  = h  :^— 7 

~  f,  2         a  ort' 


et  l'expression  (20')  se  réduit  à 

okc{Xj.--^  B>) 


Q 


,  3tc  kc 

2     I  —  Ah ik 

\  la 


</Q  ikr.^c  ^kcA,z 


dx               ,     /           ,        i)- kc        ikc^\          I          ,         i-kc\ 
4rt     I  —  A-  H -, — —  I  —  A   H -, 

rfQ  STrA-cDl.  ,  3AcT)î,; 


(2^)      l  dv  ,     I  ,        i-kc        ^kc-\  /         ,        3tiA-c\    , 

^       '      ]     -  4  «  (  I  —  A-  -I -, ^  I  —  A  H -, —  ]a'- 

1  \  ^"  "    /  \  A''  / 

I  fl'O  _  3^Ace       _j_      3Ac(.l..r  +  D!))) 

I    c/j  .4  (  I  -I-  2  A  i  «         /         ,        3  TT  Af 

'  '  -  T  —  A -I -, — 

'  \  \  (i 

De  ces  formules  on  déduit  ce  qui  suit  : 

Supposons  que  la  différence  i  —  k  soit  assez  petite  pour  être  négli- 
gée. Les  équations  (i5)etf^22)  donneront,  pour  les  composantes  de  l'ac- 
tion exercée  sur  M, 

Tt  a  lia 

V        4c'il!.  _  4ift>- 

I  =  -I-  > 

-a  ira 


On  voit  ainsi   ([iic  l'aclion   de  la  plaquiuletruit  en  |)resque  totalité  la 
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composante  de  la  force  extérieure  parallèle  au  plan  moyen  de  cette 
plaque,  tandis  que  la  composante  normale  à  ce  plan  n'a  pas  été  sensible- 
ment modifiée,  à  la  condition  toutefois  que  la  composante  dont  il  s'a^nt 
ne  soit  pas  très  petite  ou  que  la  force  extérieure  ne  soit  pas  trop  incli- 
née sur  la  plaque;  de  sorte  qu'une  aiguille  aimantée  suspendue  librement 
par  son  centre  prendrait  une  direction  sensiblement  normale  à  la  plaque. 
En  supposant  que  la  force  extérieure  soit  due  au  magnétisme  ter- 
restre. Poisson  a  considéré,  comme  application  de  sa  formule,  les  cas 
ou  la  plaque  est  horizontale  et  où  elle  est  parallèle  à  l'axe  des  pôles  ma- 
gnétiques. Les  conséquences  auxquelles  il  arrive  ne  sont  pas  de  na- 
ture à  trouver  place  dans  cette  analyse. 

19.    Cas  d'un  ellipsoïde  allongé.  —  Soit  b  —  c  ;  on  a 

X',  =  o,     r- =  x^  +  y- -+- z- , 


^log()., +  Vi  +  >/ 


et.  |)our  déterminer  c,, 
d'où 


On  n'a  plus  maintenant  qu'à  faire  des  substitutions  dans  les  équa- 
tions (i4)  et  (17)  pour  obtenir  la  solution  du  problème. 

20.   L'ellipsoïde  est    très  allongé.   Supposons  que  '-  soit  assez,  pelil 
pour  que  l'on  puisse  en  négliger  le  carré;  l'ellipsoïde  deviendra  une 


236  H.     RESAL. 

sorte  d'aiguille  (A)  ayant  pour  longueur  2  a  et  dont  c  serait  le  rayon 
en  son  milieu.  On  a 

3.1, 


^'KC  = 


A  -t-3A^(log— -: 


'M) 


kn^=-  Â 


,  3e 

4^7  =  — Â-' 

i  +  - 


--\c\  ( I  -  A  ) a^  H-  3  Ac-  hog^  —  1  ") 

Admettons  maintenant  que  la  distance  du  point  M  au  milieu  de  l'ai- 
guille soit  assez  petite  pour  que  l'on  puisse  négliger  le   carré  de  -  . 

./,,-2    I    -i 

et,  par  suite,  celui  de^-^^^ ^;  alors  on  a 


et,  en  posant 

(251  k'= -"' 


(i—  /Oa'-t-SAc^Mog— —  I 
on  trouve 

-j^  =—  k' X{  log    ,  z  —  I   I, 

dx  \       ^  ^j2  _^-  -2  / 

^  __  3Ac^[Di,(>--^— ;;'')-i-2Gf.;]        , ,    4.j)- 

:26)  ^^"^     f.-H^)(7'+=')     ■     ''-^^ 
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On  déduit  de  ces  formules  les  conséquences  suivantes,  en  suppo- 
sant que  la  force  extérieure  soit  due  à  l'action  magnétique  terrestre. 

1  "  L'aiguille  (  A  )  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  magnélique. 
—  On  a  -A,  =  o  et,  de  plus,  *  =  o  en  prenant  la  partie  positive  de 
l'axe  des  z  dirigée  vers  le  pôle  boréal;  la  quantité  S  sera  négative  ou 
po.sitive  selon  que  la  particule  magnétique  placée  en  M  sera  boréale  ou 
australe. 

Désignant  par  u  la  distance  ilu  point  M  à  l'axe  de  l'aiguille  et  par  v 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  O:;,  on  a 

v  =  ;zsiny,     :;  =  ;/ cosv, 
et,  en  posant 

3  A 

2 
on  trouve 


pui 


rfQ 

rfQ         2^c-©sin2v 

dy  - 

dO             2^C-SCOS2V_ 

dz  ~             u' 

is  on  a 

X  =  o, 

^             2j?-c-Ssin2v 

1  —                   .)           ' 
u- 

„                                2'£'C^SC0S2V 

z--e  — 5 — i 

Si  le  point  M  appartient  à  une  aiguille  aimantée  (C  .  suspendue  li- 
brement par  son  centre  de  gravité,  très  courte  relativement  a  la  dis- 
tance «de  son  milieu  au  point  O,  cette  aiguille  restera  dans  le  plan  du 
méridien  magnétique,  mais  l'influence  de  l'aiguille  ellipsoïdale  (A)  mo- 
difiera son  inclinaison.  En  appelant  £  l'angle  que  la  partie  de  l'ai- 
guille (€)  qui  aboutit  au  pôle  boréal  fera  avec  sa  direction  naliinllr. 


un  ;uif;i 


tang£  =  ^ 


Il  V  aura  un  cas  où  l'aiguille  (Cl)  ne  prendra  plus  de  direction  déter- 
minée, c'est  lorsque  l'on  aura  en  même  temps  Y  =  o,  Z  =  o,  ou 


V  =  -,     M  =  es  2  g. 

2."  V aiguille  (A)  est  parallèle  à  r action  magnétique  terrestre.  — 
On  a  iiï,  =  o,  £  =  o  et,  si  la  partie  positive  de  O.r  est  dirigée  vers  le 
pôle  magnétique  boréal,  la  quantité  X  sera  positive  ou  négittive  selon 
que  la  particule  située  en  M  sera  boréale  ou  australe. 

En  continuant  à  désigner  par  u  la  distance  du  point  M  à  (}x,  et  par  v 
l'angle  qu'elle  fait  avec  Og,  on  a 

.  X  =  —  -A.  +  k'rX.  Mog  ^'  —  1  ), 

„  A'cl.'a;  sinv 

u 

_  A'tlo.rcosv 


La  résultante  des  forces  Y  et  Z  est  dirigée  suivant  la  distance  de  YI 
à  l'axe  de  l'aiguille  et  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  cette 
distance. 

Si  donc  le  |)oint  M  appartient  à  une  aiguille  aimantée  [V.]  librement 
susj)eiidue  par  son  centre  de  gravité,  la  projection  de  cette  aiguille  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  (A)  sera  normale  à  cette  droite,  et 
l'on  voit,  d'après  les  signes  de  -A.  et  de  x,  que  ce  sera  la  projection  de 
son  pôle  boréal  ou  celle  de  son  pôle  austral  qui  tombera  du  côté 
de  (  A  ),  selon  tpic  le  |)lan  perpendiculaire  en  ()  à  Oa;  passera  au-dessous 
ou  au-dessus  du  milieu  de  (Cl),  ou  selon  que  x  sera  positif  on  négatif. 
Si  l'on  désigne  par  s'  l'inclinaison  sur  Or  de  l'aiguille  (d)  dont,  la  Ion- 
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giieiir  est  censée  très  jjetite  par  rapport  à  ii,  on  a 


tangs  =-i-^^ - 


M       ,4_/.-'_/,'|, 


~) 


Supposons  maintenant  que  l'aiguille  (C)  soit  assujettie  à  rester  hori- 
zontale; soient  O/  la  projection   horizontale  de  Oa;;   i  l'inchnaison 

^'\ 
magnétique  xOy;  nous  prendrons  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 

en  O  au  plan  des  xOy;  soit,  de  plus,  5  l'angle  formé  par  (C)  avec 
sa  direction  naturelle  ()/.  Les  forces  X  et  Z  donnent  suivant  ()/  la 
composante 

X  cos«  +  Zsini; 
on  a,  par  suite, 

•V  Y  k' a'  sinv 

tang  0  = 


X  cos  t  -t-  Z  siii  / 


/. ',r  cosv  sin  <-(-?/(  i  -h  /,'  —  X'  log  -^  )  < 
Telle  est  la  formule  qu'il  s'agissait  d'établir. 


^  V.  —  Actions  simultanées  de  plusieurs  sphères  aimantées  pat, 
l'influence  de  la  terre  sur  un  point  qui  leur  est  extérieum. 

21.   Soient  C,,  Cj,  . . .,  C„  les  centres  des  n  sphères. 

Nous  rappellerons  (n"  19)  que  pour  chaque  sphère  les  coordonnées 
du  point  extérieur  M  sont  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires  menés 
par  le  centre  de  cette  sphère.  Nous  supposerons  tous  les  systèmes 
d'axes  parallèles  entre  eux,  de  manière  que  les  composantes  ,i,,  ai!,,  z 
du  magnétisme  terrestre  suivant  leurs  trois  directions  soient  les  mêmes 
quand  on  passera  d'une  sphère  à  une  autre. 

Nous  distinguerons  par  l'indice  i  les  quantités  k,  a,  r,  x,  y,  z,  Q  qui 
se  rapportent  à  la  sphère  dont  le  centre  est  C.,. 

f^es  composantes  de  l'action  totale  exercée  par  les  sphères  sur  le 
point  M  sont 

^^SS'  ^=r*'  '=i:s^ 
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OU,  en  xcrtii  de  la  formule    rgj  du  n°  19, 

25.  Cherchons  à  voir  si  le  système  de  sphères  ne  peut  pas  être  com- 
biné de  manière  qu'il  n'exerce  aucune  action  sur  le  point  M,  quand 
même  le  magnétisme  terrestre  viendrait  à  éprouver  un  changement  en 
grandeur  et  en  direction.  Nous  avons,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients 
de    l ,  ifc,  C  des  expressions  précédentes, 


=  o: 


>  A-,  -^  OTi  V,  =  o, 

/ 1       /■/ 

(3)  •;    >  k.-^XjZi  —  o, 

La  somme  (  '  )  des  équations  (a)  étant  identiquement  nulles,  on  voit 
que  l'on  n'a  à  satisfaire  qu'à  cinq  conditions. 

(  ')  l'ar  une  singulière  inadvertance,  Poisson  a  écrit  ainsi  cette  somme 

(H,  coiume  elle  ne  peut  pas  être  nulle,  il  avait  conclu  de  là  que  les  actions  des 
sphères  ne  pouvaient  pass'entre-dèduire  pour  toutes  les  directions  du  magnétisme 
terrestre. 
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22.  Déterminons  maintenant  les  conditions  que  doit  remplir  le 
système  de  sphères  pour  qu'il  n'ait  aucune  influence  sur  la  direction  de 
l'aiguille  de  déclinaison,  quelle  que  soit  celle  du  magnétisme  terrestre. 
Nous  placerons  l'origine  des  coordonnées  au  milieu  O  de  l'aiguille  en 
prenant  le  plan  horizontal  pour  celui  des  xy. 

Nous  poserons  en  conséquence 

"V  olL' 

d'où,  en  vertu  des  deux  premières  des  équations  (  i  ), 

V  7    cf\'  l  3,rn         3a-,  ,      ,  I 

-^:^^.{^  -  ^)  -  ^(.1.^^,+  ..3..)]  =  o. 

(Jn  déduit  de  là,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  tl,i)ï),  A.-,  »!)■, 
.i£,  ia.£, 

\  'V  /  «? 
\  Là     '  i 

l  >  k—XjZi^  o, 

I  'V  /  "? 

25.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  sphères;  nous  avons 

/{,  -A  (.T-  —  y;  )  =  —  A-,  -^ ( a;-  —  y.,  i, 
/■?  •  -/■„-.    -^  - 


(.^n 


,     ri;  ,     «. 


</c-  jynfA.  (3"  série),  t.  IX.  —  Ji'Illet 


3l 
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En  multipliant  terme  à  terme  les  deux  dernières  de  ces  équations  et 
supprimant  le  facteur  commun  qui  résulte  de  la  considération  de  la 
seconde,  on  trouve 

X-,    -4-!-   -1-  /  ,,  ^ir^   =    O, 


ce  qui  exige  que  l'on  ait  :;,  =  o,  So  =  o,  ou  que  les  centres  des  sphères 
soient  situés  dans  le  plan  horizontal. 

Soient  y,,  ©2  les  angles  que  forment  r,,  ^2  avec  Ox.  Nous  avons 

.1',  =  r,  cosrp,,      y,  =^  r,  sinç,,     .i'.,  =  r.,  cosç),.     Xî  =  '"2  sincp^. 

et  les  deux  premières  des  équations  (5)  deviennent 


K,  -k  COS 2 9 ,  =  —  Ao  — 7  COS  2 Oo , 
1  ,.3  ri  -  ,.f 


A'  I  -^  sni  2  ç)  I  =  —  Av,  ^  sm  2  çio  ; 

d'où  successivement 

tang2(pi  =  tangayj' 


(6) 


9,  =  o.,  rb  -, 
7-J     ~     /•?, 


Vinsi  les  rayons  vecteurs  des  deux  sphères  doivent  être  perpendiculaires 
entre  eux  et,  si  les  sphères  sont  de  même  nature,  proportionnels  aux 
rayons  des  sphères. 

27.  R<!venons  au  cas  général  où  le  système  est  composé  d'un 
nombre  quelconque  de  s|)hères.  Faisons  sortir  des  sommes  des  équa- 
tions (4)  les  éléments  qui  se  rapportent  à  la  sphère  (C,),  et  considé- 
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roiis  comme  données  les  quantités 

\  ki-^-x,r,  =  C, 

2 
2 

sauf  à  établir  ultérieurement  les  conditions  que  doivent  remplir  les 
constantes  pour  que  le  problème  soit  susceptible  d'une  solution.  En 
posant,  comme  plus  haut, 

x,=  r,  cosf,,     y,  =  r,sïn(p,, 

les  équations  précitées  deviennent 

A',  -4  C0S2  0,      =  —  A, 
'ri  ^' 

^i7?sin29,    =—  2B, 
k.'^z.  cos9.'  =  —  C, 
k.—^z,  sinqj,  =  —  D. 

De  ces  équations  on  déduit  d'abord 


1^,^     =VA'-h4B% 

(9)  ;     , 
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puis 


B 

lOJ 


(  tangç;,     =  ^■ 

Pour  que  ces  deux  équations  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ail 

(il)  4ADC  =  B((T--D^). 

En  admettant  que  cette  condition  soit  remplie,  et  que  X,,  a,  soient 
donnés,  les  formules  ci-dessus  feront  connaître  r,,  z,  et  y,. 
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Note  sur  le  profil  des  lames  du  dynamomètre  de  Poncelet. 
Par  m.  h.  LÉALTÉ, 

Uépétiteur  de  Mécanique  à  1  École  Polylecliniqiie. 


Pour  oblenir  d'un  dynanomètre  à  lames  toute  la  sensibilité  dont  il 
est  susceptible,  il  est  nécessaire,  comme  l'on  sait,  de  donner  aux  lames 
qui  le  composent  la  forme  d'un  solide  d'égale  résistance  (  '  ). 

Les  lames  des  dynanomètres  ayant  toujours  une  largeur  uniforme, 
on  est  ainsi  conduit  à  donner  au  profil  longitudinal  de  chaque  moitié 
de  lame  la  forme  d'une  parabole  dont  le  sommet  est  à  l'extrémité 
libre  et  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  la  fibre  neutre. 

Cette  forme  ne  laisse  pas  que  d'être  d'une  réalisation  pratique  assez 
délicate,  et  la  plupart  des  constructeurs,  dans  le  but  de  faciliter  l'exé- 
cution, font  1  intérieur  des  lames  entièrement  plan  et  donnent  à  l'exté- 
rieur seulement  la  forme  parabolique,  croyant  ainsi  obtenir  un  solide 
d'égale  résistance. 

Mais,  comme  l'a  fait  remarquer  le  premier  ÎNI.  Resai,  cette  consé- 
quence est  en  désaccord  avec  l'un  des  principes  fondamentaux  de  la 
résistance  des  matériaux,  qui  exige  que  les  sections,  dont  la  loi  de 
décroissance  est  celle  indiquée  ci-dessus,  soient  normales  à  la  fibre 
neutre. 

L'éminent  géomètre  a  repris  l'étude  de  cette  question  [Mécanique 
générale,  tome  V,  §  40)  et  a  donné  l'équation  exacte  de  la  fibre  neutre 
des  lames  de  dynamomètre  dont  la  face  intérieure  est  plane. 

(')  Dans  le  cas  d'une  pièce  rectangulaire  de  largeur  uniforme,  l'amplitude  de 
flexion  est  ainsi  double  de  ce  qu'elle  serait  avec  une  pièce  de  section  constante 
présentant  la  même  résistance. 
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Toutefois,  suivant  la  remarque  de  M.Resal  lui-même,  celte  équation 
est  trop  compliquée  pour  être  utilisée  d'une  manière  immédiate:  il 
restait  donc  à  présenter  le  résultat  obtenu  sous  une  forme  pratique, 
c'est-à-dire  à  trouver  une  forme  de  profil  extérieur  suffisamment  exacte 
et  facile  à  tracer. 

C'est  là  l'objet  du  présent  Mémoire. 

Forme  de  la  fibre  neutre.  —  Si  l'on  prend  pour  axe  des  x  la  face  rec- 
tiligne  du  profil  de  la  lame,  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire,  et 
que  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  à  l'extrémité  libre  de  la  lame, 
l'équation  donnée  par  ?»I.  Eesal  pour  la  fibre  neutre  devient 


siipx-y-"  -  p\.\  I  + 


V'2/Kr 


(')  L'équation  obtenue  par  M.  Resal,  avec  les  axes  des  coordonnées  OX  et  OV 

Fig.  I . 


représentés  ci-contre  (^fig.  i),  est  la  suivante: 


OÙ  l'on  a  posé 


•>''="'    ^5('-7)  =  "- 


Si  l'on  prend  pour  nouveaux  axes,  comme  nous   l'avons  l'ail,  O'X'  et  O'V,  il 
est  clair  que  l'on  obtient  l'équation  indiquée. 
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Le  paramètre /> a  pour  valeur  -^.,  où  /et  e^  désignent  respectivement 

la  demi-longueur  et  la  demi-épaisseur  de  la  lame  considérée,  cette  der- 
nière dimension  étant  mesurée  au  milieu  de  la  lame. 

Pour  pouvoir  étudier  commodément  la  forme  de  la  fibre  neutre,  il 
faut  prendre  comme  variable  auxiliaire  la  quantité  \J2px  —  y- .  La 
courbe  qu'affecte  cette  fibre  neutre  est  alors  représentée  par  les  deux 
équations  simultanées 

(i)  2/j.r  —  y'=  z-, 

(2)  ,r-^z-ph[i  +  ^^, 

et  on  peut  la  considérer  comme  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
courbes (])  et  (2)  correspondant  à  une  même  valeur  de  z. 

L'équation  (1)  représente,  lorsque  z  varie,  une  suite  de  paraboles 
ayant  toutes  pour  axe  l'axe  des  x,  et  l'équation  (  2  )  une  suite  de  droites 
parallèles  à  l'axe  des  y. 

Les  paraboles  (i)  sont  toutes  égales  à  la  parabole 

(A)  y^=-2px, 

et  elles  ont  leur  sommet  au  pied  de  l'ordonnée  de  cette  parabole  qui 
est  égale  à  z.  On  les  obtiendra  donc  en  cberchant  sur  la  parabole  (A) 
le  point  qui  a  pour  ordonnée  z  et  en  déplaçant  ensuite  cette  parabole 
par  un  mouvement  de  translation  opéré  dans  la  direction  0.r  jusqu'à 
ce  que  son  sommet  arrive  au  pied  de  celte  ordonnée  que  l'on  suppose 
ne  pas  avoir  bougé. 

Quant  aux  droites  (2),  ce  sont  celles  qui,  parallèles  à  ()Y,  détachent 
une  ordonnée  égale  à  z  dans  la  courbe 

(B)  ^=y-p^' 

Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  ci-contre  (y?^.  2).  Elle  est  située 
tout  entière  à  droite  de  l'axe  des/  qu'elle  touche  à  l'origine,  et  elle  a 
une  asymptote  horizontale  correspondant  àj  —  —p- 
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La  parlie  supérieure  de  (B)  est  entièrement  extérieure  à  la  parabole 
!  A),  et  la  partie  inférieure  entièrement  intérieure  à  cette  parabole.  On 

Fil'.   2. 


vérifie  aisément  ce  fait  par  cette  remarque  que  Ion  a.  pour  la  courbe 

(A), 


el  pour  la  covirbe  (  lî 


(Le 


Pour  \'  positif,  -j-  est  donc  toujours  plus  grand  dans  (A)  (|uc  dans 

(B)  et  l'inverse  a  lieu  pour  y  négatif;  j^s'annulant  d'ailleurs  pour  v  =  o 
dans  les  deux  cas,  on  voit  cjue,  pour  une  même  valeur  dé  j,  .f  sera 
toujours  plus  grand  ou  toujours  plus  petit  dans  (A^  f|ue  dans  IB), 
suivant  que  j'  sera  positif  ou  négatif. 

Les  courbes  (A)  et  (B)  étant  supposées  tracées,  il  est  facile  d'en 
déduire  la  fibre  neutre  cherchée  (F). 

Il  suffit  pour  cela  de  couper  les  courbes  par  une  même  horizontale 
(pu'lconque  ab  { fig.  2),  de  mener  les  ordonnées  [a]  et  [h)  correspon- 
dant anx  points  d'intersection  a  et  h  et  de  déjilacer  ensuil<'  la  |)aral)ole 
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(A)  dans  la  diiection  OX  jusqu'à  ce  que  son  sommet  se  trouve  au  pied 
de  (a);  le  point  de  rencontre  /de  la  parabole  ainsi  obtenue  avec  (b) 
est  un  point  de  la  courbe  cherchée. 

Cette  dernière  parabole  étant  tout  entière  à  droite  de  l'ordonnée 
(a),  il  faut,  pour  obtenir  un  point  réel,  que  l'ordonnée  [bj  soit  à  droite 
de  (a),  c'est-à-dire  taire  usage  seulement  de  la  branche  inférieure  de 
(B).  Comme,  d'ailleurs,  z  représente  la  distance  à  l'axe  des  a;  de  l'ho- 
rizontale menée  en  premier  lieu,  cela  revient  à  dire  que  z  doit  être 
compris  entre  o  et  —  p. 

On  voit  donc  que  toutes  les  paraboles  auxiliaires  (i),  servant  à  tracer 
la  fibre  neutre,  seront  comprises  entre  les  courbes 

(A)  y^=2/>.v 

et 

et  que  la  fibre  neutre  elle-même  sera  comprise  dans  cette  zone  (  '  j  et 
s'approchera  rapidement  de  la  seconde  de  ces  courbes  qui  en,  est  ime 
asymptote. 

Pour  les  petites  valeurs  de  z,  c'est-à-dire  dans  le  voisinage  de  1  ori- 
gine, on  a  sensiblement 

-i  o     -5 

ce  =  ~      et     r'^—  ^  — : 

la  fibre  neutre  est  donc  tangente  à  l'axe  des  j";  son  rayon  de  courbure 
est  nul  et  elle  est  osculée  par  la  courbe 

La  fibre  neutre  n'étant  pas  l'inconnue  principale  du  problème,  nous 
ne  pousserons  pas  plus  loin  l'ctudede  cette  courbe. 

(')  Cette  zone  est  ombrée  sur  Xîyjig.  2. 

Jourii.  de  Math.  [J,"  série),  tome  IX.  —  Juillet  iSS3.  -^2 
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Mais  il  importe  de  remarquer  que,  dépendant  du  seul  paramètre  p, 
toutes  les  coin-besde  cette  espèce  sont  semblables. 

On  doit  signaler  aussi  que  la  variable  auxiliaire-  représente,  ausign;- 
jirès,  la  sous-normale  au  point  que  l'on  considère;  on  déduit,  en  effet, 
des  équations  (i)  et  (2)  la  relation 

Forme  fia  profil  extérieur.  —  Ces  préliminaires  posés,  nous  allons 
cherclier  la  forme  du  profil  extérieur  de  la  lame,  forme  qui  est  la  véri- 
table inconnue  du  problème  pris  au  point  de  vue  pratique. 

Le  profil  intérieur  de  la  lame  étant  formé  par  l'axe  des  x,  il  suffit, 
pour  obtenir  le  profil  extérieur  (E),  de  prolonger  chaque  normale  à  la 
libre  neutre  d'une  quantité  égale  à  elle-même.  Pour  chaque  point  de  ce 
profil,  l'ordonnée  est  ainsi  double  de  celle  du  point  corresj)onciant  de 
la  fibre  neutre,  et  l'abscisse  se  trouve  égale  à  celle  de  ce  dernier  point 
diminuée  de  la  sous-normale. 

Appelant  donc  \  et  Y  les  coordonnées  courantes  du  profil  cherché, 
on  aura 

(3)  Y=2j. 

(4)  ^  =  x-z, 

et  par  suite,  en  portant  .r  et  j' dans  les  équations  (i)  et  {■?.), 

(5)  ?,py.-\~^z{z.-r:,p), 

(6)  X  =  2.~/,L(.-hi)- 


On  voit,  par  ces  dernières  équations,  que  la  nouvelle  courbe  est 
susceptible  d'un  mode  de  génération  entièrement  analogue  à  celui  de 
la  précédente.  ' 

Ses  points  sont  déterminés  par  la  rencontre;  des  paral3oles.(.>)  avec 
les  verticales  (6). 

Lc!S  paraboles  (^^)  sont  tontes  éga'es  à  la  parabole 

(')  V-     8/;X. 
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et  elles  ont  leurs  sommets  au  pied  de  l'ordounée  de  la  pandjole 


ICI 


2/^X  =  YfY  -!-  2p), 


qui  est  égale  à  =. 

Les  droites  [h,  sont  celles  ([ui  détaclient  une  ordonnée  égale  à  z  dans 
la  courl)e 


:Di 


X  =  2Y-^l(i 


Les  équations  (C),  (D)  diffèrent  seulement  des  équations  (A),  (B) 
|)ar  le  changement  de  X  en  X  —  Y.  Les  courbes  (C),  (D)  dérivent 
ainsi  des  courbes  (A),  (B)  par  l'inclinaison  des  ordonnées  que  l'on 
ramène  à  être  pjuallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  en  laissant 
chaque  point  à  la  même  hauteur  a!i-dessus  de  l'axe  Ox  :  elles  ont  donc 
la  forme  ci-contre  {Jig.  3). 

Pour  obtenir  un  |)oint  e  de  la  courbe  cherchée  E,  il  faudra  donc 


--<c^ 


couper  C)  et  (D)  par  une  droite  horizontale  comprise  entre  l'axe 
des  X  et  l'asymptole  de  (D),  mener  les  ordonnées  (c)  et  [d)  des  deux 
l)oinls  d'intersection  c  et  ri,  et  prendre  le  point  de  rencontre  de    d 


avec  la  parabole  égale  à  Y'-  =  8/>X,  dont  le  sommet  est  au  pied  de 
l'ordonnée  (c). 

Si  l'on  voulait  mettre  ce  procédé  en  pratique,  il  serait  facile  d'éviter 
le  tracé  des  paraboles  successives  dont  il  vient  d'être  question  En 
effet,  en  supposant  la  parabole  (7)  tracée  une  fois  pour  toutes  [fig-  4)> 

Fig.  /,. 


y 

e 
/ 

^ 

d"' 

^'7' 

0 

r 

d' 

3? 

d" 

^ 

u 

il  suffit,  poiu'  avoir  le  point  e  situé  sur  l'ordonnée  {d),  de  prendre  d'e 
égal  à  d"d",  ordo:uiée  du  point  de  la  parabole  (7)  dont  l'absciNse  est 
égale  l\  cd 

La  courbe  (E)  est  comprise  dans  la  zone  qui  s'étend  entre  les  para- 
boles 

Y-  =  SpX 
et 


et  elle  a  cette  dernière  courbe  pour  asymptote. 

A  l'origine,  elle  est  tangente  à  l'axe  des  .r,  son  rayon  de  courbure 
est  nul,  et  elle  est  osculée  par  la  courbe 


Y«  = 


8  X» 


Elle  commence  ainsi  à  se  diriger  du  côté  des  x  négatifs  poiu'  revenir 
du  côté  opposé  en  se  rapprochant  de  son  asymptote  curviligne.  Le 
point  de  changement  de  direction  correspond  au  maximum  de  X,  et  ses 
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coordonnées  sont  les  suivantes  : 


—  =  —  i-l-L.2  =  —  o,3o7, 

P  ' 

Y 

-  =  o,738. 

Quant  au   point  où   la  courbe  (E)  vient  couper  de  nouveau  l'axe 
des  y,  il  a  pour  coordonnées 


_=_  0,797, 
X  =  0. 


L'inclinaison  de  la  tangente,  donnée  par  l'équation 

Y  ^ 4"^ 

f/X  /j  -1-  2  :;  ' 

a  pour  valeur  en  ce  point 


2,!0J. 


Ce  point  est  déjà  très  rapproché  de  la  parabole  asymptote  dont  le 
point  correspondant  k  X  =  o  a  pour  coordonnée  Y'=  2,  ce  qui  donne 

une  différence  de  ^^  seidement;  les  directions  des  deux  courbes  sont 

JO 

aussi  sensiblement  les  mêmes,  puisque  l'on  a,  pour  la  parabole, 


dT 
dX 


Le  rapprochement  s'effectue  d'une  manière  très  rapide,  car  pour 
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—  =  I  on  a,  avec  la  courbe  (E), 

^3  =-0,944, 

-  =3,462 
P 
et,  avec  la  parabole, 

^'=3,4<34; 

la  différence  relative  n'est  donc  plus  cpie  de  l'ordre  des  mdliènies. 

L'expression  anaivtique  de  la  différence  des  ordonnées  de  la 
courbe  (E)  et  de  son  asymptote  parabolique  est  facile  à  obtenir  en 
fonction  de  X  pour  de  grandes  valeurs  de  cette  variable. 

On  a,  en  effet,  en  posant  [  +  "=£, 
^  /' 

(8)  Y'^--X'  =  kp'v 

et 

-    =  2£  —  2   —    IOg£. 

On  en  tire 


qui,  poiu'  de  grandes  v.deurs  de  X,  c'est-à-dire  poiu'  de  petites  \alcurs 
de  c,  se  réduit  à 


Substituant  donc  dans  f8)  et  remarquant  que  l'on  petit  remplacci- 
Y'-)-  Y  par  2 Y',  il  vient 

y  -  Y  -  ^  -^  ■ 
e'  Y'e-=x. 


d'oii,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur, 

(9/  "  V'       V 


'^"•^•^(^jy 
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Y  = 

' 

' 

c"<'st-;i-dire 

(.o)  Y'- 


Les  divers  résultats  qui  précèdent  donnent  le  moyen  de  tracer,  avec 
toute  la  précision  voulue,  la  courbe  cheichée.  Les  équations  ne  ren- 
fermant qu'un  seul  paramètre />,  foutes  les  courbes  de  cette  espèce  sont 
semblables,  et  il  snHit  d'en  tracer  une  à  une  échelle  convenable  pour 
en  déduire  toutes  les  autres. 

Dans  la  jn-atique,  la  quantité  désignée  par/j  a  toujours  une  valeur 
très  faible,  et  l'on  peut,  sans  erreur  appréciable,  admettre  que  la 
courbe  du  profil  extérieur  cherché  se  confond  avec  l'asymptote  para- 
bolique à  partir  du  point  où  celle-ci  coupe  l'axe  des  j.  Il  reste  ainsi 
simplement  à  tr.icer  la  portion  de  courbe  située  à  gauche  de  l'axe  des  t, 
et  ce  tracé  pourra  se  faire  avec  une  exactitude  suffisante  en  l'assujet- 
tissant atix  seules  conditions  de  se  raccorder  avec  la  parabole  précé- 
dente, d'avoir  une   tangente  verticale  au  point  dont  les  coordonnées 

sont  X  = p,  Y  =  7  »,  et  de  loucher  enfin  l'axe  des  .r  à  l'origine. 

lo'  4 

L'erreur  commise  sera  au  plus  égale  à  -^  p,  comme  il  est  facile  de  le 

N'érifier. 

Dans  le  cas  des  lames  très  minces,  poui-  lesquelles/;  a  une  très  petite 
valeur,  on  pourrait  même  s'en  tenir  au  tracé  habituel  des  construc- 
teurs; les  formules  que  nous  avons  données  permettent,  du  reste, 
d'apprécier  dans  chacpie  cas  l'errein-  commise,  qui  est  au  jjIus  égale 

En  résumé  : 

i"  Le  tracé  paraholiqae  habituel  des  solides  d'égale  résistance  ayant 
une  largeur  uniforme  et  une  face  plane  ncst  ciact  pratiquement  que 

dans  le  cas  où  la  quantité'^  =  p  est  petite,  et  il  conduit  à  une  erreur  à 
peu  prés  égale  à  —  • 

2"   /.'erreur  commise  peut  être  rendue  moindre  que  —  p,  en  adoptant  le 
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tracé  suivant,  pour  l  explication  duquel  on  suppose  la  pièce  placée  horizon- 
lalement,  et  le  point  d'encastrement  à  droite  de  i  extrémité  libre  :  Trater 
d'abord  la  parabole  ordinaire  en  la  déplaçant  vers  la  gauche  d'une  (juan- 

tité  égale  à  —  •  Prendre  cette  parabole  pour  profil  dans  la  partie  à  droite 

de  ce  point  et,  pour  profil  à  gauche  de  ce  point,  une  courbe  se  raccordant 
avec  la  parabole  précédente  au  point  de  départ,  ayant  une  tangente  verti- 
cale distante  de  —  p  de  l'extrémité  libre  et  venant  se  raccorder  horizon- 

lO' 

talement  avec  la  face  plane  du  solide  au  point  d'application  de  la  force 
extérieure. 

On  peut  remarquer  que  Varc  de  parabole  dont  il  est  fait  usage  ici  ap- 
fmrtient  à  une  parabole  égale  à  celle  dont  on  se  sert  habituellement,  mais 
qui  occupe  une  position  différente. 
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Des  enve.loppes  des  courbes  dans  l'espace; 
Par  m.  collet 


Dans  la  théorie  des  courbes  planes,  la  notion  d'enveloppe,  pour  les 
courbes  d'une  même  famille,  résulte  de  la  considération  des  intersections 
successives  de  ces  courbes;  aussi  la  définition  donnée  alors  ne  peut- 
elle  s'appliquer  aux  courbes  dans  l'espace,  attendu  que  deux  courbes 
d' une  même  famille,  dans  i espace,  ne  se  rencontrent  généralement  pas; 
car,  une  famille  de  courbe  étant  définie  par  les  équations 

(i)    ■  (f[x,y,  z,t)  ^=  o,     fif[x,y,  z,t)  =  o, 

qui  renferment  un  paramétre  arbitraire  t  dont  les  valeurs  caractérisent 
les  différentes  courbes,  les  coordonnées  des  points  communs  à  deux  de 
ces  courbes  devraient  satisfaire  simultanément  à  quatre  équations. 

A  la  vérité,  on  semblerait  conduit  à  une  conclusion  inverse  si  l'on 
rem|ilaçait  l'une  des  surfaces  variables  définissant  les  courbes  par  la 
surface  fixe  lieu  de  ces  courbes;  car  lescoordonnées  des  points  communs 
à  deux  courbes  ne  devraient  plus  satisfaire  qu'à  trois  équations. 

Mais  .si  l'on  élimine  t  entre  les  équations  (i)  et  que  le  résultat  soit 

¥{x,y,  s)  =  o, 
le  sy.stéme 

(2)  F(a:,_y,  z)  =  o,     ©(cr,  y,  3,7)  =  o 

Journ.  de  ilatit.  {J>'  série),  tome  IX.  —  Août  i8S3.  -JJ 
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ne  sera  pas,  en  général,  équivalent  au  système  (i,  et  ne  |)ourra  le 
remplacer. 

Si,  par  exemple,  on  considère  les  droites  données  par 

f3  t  -  =  -cosf  —  sint,    v  =  '  sint  +  cos/, 

^  a  c  0         c 

lenr  lieu  est  l'hyperboloïde 

.r-  y-         z-  

a-  b-         c- 

Or  le  système 

,r         .:  .  ,r-         v'         .3- 

-    =  -COSt  —  &U\t,       — „    +   T-T T  =  '  . 

a         c  a-         0-         c- 

qiii  est  équivalent  au  smvant  : 

-  =  -cos/  —  sini,     T-;  =  (  -sin^  +  cos/  )-, 
ne  b-       \c  I 

outre  le  système  proposé  (3),  comprend  encore  le  suivant  : 

X         z  .  r  ;    . 

-  =:  -cos/  —  sin/,     V  = sin/  —  cos/, 

a        c  oc 

qui  définit  une  seconde  famille  de  droites  situées  aussi  sur  1  hyper- 
boloïde  lieu  des  premières;  et  alors  que  deux  droites  d'une  même 
famille  ne  se  rencontrent  jamais,  une  droite  dune  famille  rencontie 
toutes  celles  de  l'autre. 

On  peut  d'ailleurs  voir  a  priori  que  le  système  (i)  ne  comprend  |)as 
toutes  les  courbes  définies  parlesystéme  fa),  en  chercliant  les  courbes  de 
chacun  de  ces  systèmes  qui  passent  par  un  même  point  de  la  surface 
F(.r,y,z)  =  o.  En  général,  il  yen  a  plusieurs  du  seconil  système,  et 
elles  sont  caractérisées  par  les  valeiu'sde  t  (|iu  sont  racines  de  1  écjuation 

f{x,y,z,t)  =  o, 

ou  X,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  consitléré,  tandis  <[ue  le 
premier  système  n'en  donne  qu'une.  La  valeur  de  /  (pii  lui  correspond 
doit  être  une  racine  commune  des  équations  (i)  (juand  x,  y,  z  y 
représentent  les  coordoiniées  du  point  considéré,  racine  commune  ipii 
existe  par  hypothèse,  mais  qui  est  simple  en  général. 
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On  conservera  donc  sous  la  forme  (ij  les  équations  générales  dune 
famille  de  courbes  dans  l'espace. 

I. 

Parmi  les  courlies  définies  par  les  équations  i  [  ,  considérons-en  deux 
S  et  S',  qui  répondent  à  deux  valeurs  infiniment  voisines,  /  et  /  +  A/, 
du  paramètre.  Toute  plus  courte  distance  PQ  entre  ces  deux  courbes 
est  mesurée  sur  une  normale  commune  et,  en  général,  est  du  même 
ordre  infinitésimal  que  At:  quand  Ai  tend  vers  zéro,  le  point  P  tend  sur 


la  courbe  S  vers  une  position  limite  déterminée  M  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  poini  limite  ou  de  point  de  striction.  Le  lieu  de  ces 
points  pour  toutes  les  courbes  considérées  sera  leiu'  ligne  de  striction  ; 
et,  comme  il  peut  exister  plusieurs  jioints  de  striction  sur  chaque  coiu'be, 
la  ligne  de  striction  peut  se  composer  de  plusieurs  br^mches. 

Les  courbes  considérées  sont  rencontrées  sous  un  angle  fi  m  par  leui  ligne 
de  striction . 

Soient  en  effet  S,  S',  S",  ...  les  courbes  obtenues  cndoimantau  para- 
mètre variable  des  accroissements  successifs  de  même  ordre,  PQ  une 
|)lus  courte  distance  entre  les  courbes  S  et  S',  P'Q'  une  plus  courte 
distance,  voisine  de  la  première,  entre  S'  et  S",  et  ainsi  de  suite.  Le 
lieu  des  points  P,  P',  P",  ...  sera  à  la  limite  une  ligne  de  striction  qui 

se  confondra  d'ailleurs,  à  la  limite,  avec  le  lieu  des  points  Q.  Q 

T/angle  sous  lequel  cette  ligne  rencontrera  Li  courbe  S  est  la  bmite  de 
l'angle  TPP'  formé  par  PP'  avec  la  tangente  PT  à  la  courbe  S,  et  Ion  a, 
par  le  triangle  QPP'  rectangle  à  la  limite, 

PO 
limsinTPP  =  lim  pp-,) 
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quantité  finie,  puisque  PQ  et  PP'  sont  en  général  de  l'ordre  de  A/.  Mais 
il  n'en  est  plus  ainsi  quand  la  plus  courte  distance  des  deux  courbes 
est  d'ordre  supérieur,  et  l'on  voit  qu'alors  la  ligne  de  striction  devient 
tangente  aux  courbes  considérées  :  nous  l'appellerons  Xenveloppe  de 
ces  courbes. 

La  condition  d'existence  d'une  enveloppe  pour  les  courbes  d'une 
même  famille  dans  l'espace  est  donc  que  deux  de  ces  courbes  infini- 
ment voisines  admettent  constamment  une  plus  courte  distance  d' ordre 
supérieur.  Par  suite ,  en  négligeant  des  quantités  d'ordre  supérieur  au 
premier,  deux  courbes  infiniment  voisines  peuvent  être  considérées 
comme  se  coupant  en  leurs  points  limites;  et  alors,  V enveloppe  est  le 
lieu  des  intersections  successives  de  ces  courbes,  les  quantités  d'ordre 
supérieur  au  premier  étant  négligées. 

La  réciproque  est  vraie,  c'est-à-dire  que,  si  les  courbes  d'une  même 
famille  sont  tangentes  à  une  même  courbe,  cette  dernière  est  leur  enveloppe; 
ou,  en  d'autres  termes,  deux  courbes  infiniment  voisines  admettent 
une  plus  courte  distance  d'ordre  supérieur;  car,  si  M  et  M'  sont  les 

Fie-   i- 


pomts  où  ces  deux  courbes  S  et  S'  touchent  la  courbe  fixe  1,  l'arc 
MM'  étant  du  premier  ordre,  la  distance  de  M'  à  la  courbe  S  est  du 
second  ordre,  et,  par  suite,  les  courbes  S  et  S'  ont,  dans  le  voisinage 
des  points  M  et  M',  une  plus  courte  distance  qui  est  du  second  ordre 
au  moins. 

Analytiquement,   si  deux  courbes  infiniment  voisines  sont  définies 
par  les  équations  (  I  )  et  (  4  ) . 

(4)  (ii{x,y,  z,t  +  \t  =  o,     <l{x,y,z,t-^  à.t)  =  o, 

en  négligeant  les  quantités  d'ordre  supérieur  au  premier,  ces  dernières 
pourront  s'écrire 
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et  la  condition  pour  qu'il  y  ait  une  enveloppe  sera   que  les  quatre 
équations 


(5)         cp{x,y,z,t)  =  o,     6{x,y,z,t)=^o,     f^  =  o,     j^  =  o 

admettent  un  svstème  de  solutions  communes,  poiu'  x,  y,  z,  quel  que 
soiti;  c'est-à-dire  que,  si  l'on  élimine  jr,  y,  z  entreces  quatre  équations, 
l'équation  résultante  devra  être  une  identité.  Telle  est  la  condition 
analytique  que  doivent  remplir  les  équations  (i)  pour  que  les  courbes 
qu'elles  définissent  admettent  une  enveloppe.  Quant  aux  équations  de 
cette  dernière,  elles  résulteront  de  l'élimination  de  t  entre  trois  quel- 
conques des  équations  (5). 

Plus  simplement,  si  la  famille  des  courbes  est  définie  par 

les  équations  -^  ^  o,    -y-  =  o   qu'il  faut   adjoindre   aux  précédentes 

devront  admettre,  pour  chaque  valeur  de  t,  une  même  valeur  de  z  ;  et, 
en  exprimant  que  ces  deux  équations  ont  toujours,  quelque  soit/,  une 
racine  commune,  on  exprimera  aussi  la  condition  pour  que  les  courbes 
considérées  admettent  une  enveloppe. 

Ainsi  les  droites  définies  par  les  équations 

X  =  az  -\-p,     y  =  bz  -h  q, 

où  a,  b,  p,  q  sont  des  fonctions  de  t,  admettront  une  enveloppe  si  les 
équations 

zda  -^-  dp  =^o,     zdb  -\-  dq  ^o 

sont  compatibles,  quel  que  soit  t,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

da  dq  —  dbdp-=  o, 

ce  qui  est  la  condition  connue  pour  que  la  surface  réglée,  lieu  des 
droites  considérées,  soit  développable. 

On  peut  donner  maintenant  une  interprétation  géométrique  des 
résultats  obtenus. 

Les  équations  9  =  0,   ^  =  o  définissent  la  caractéristique  de    la 
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première  surface  variable    i  ,  de  même  que  ti  ^  o,   ~  =  o  tléterminenl 

celle  de  la  seconde;  donc,  pour  qu'il  y  ait  une  enveloppe,  il  faut  que, 
pour  chaque  valeur  de  t,  les  c<iractéristiqiies  des  deux  surfaces  variables 
qui  déjinissent  les  courbes  considérées  se  rencontrent  ;el  comme  les  |ioints 
communs  à  ces  deux  caractéristiques  variables  appartiennent  à  l'en- 
veloppe, cette  enveloppe  est  aussil' intersection  des  enveloppes  des  sur/aces 
imriables  gui  déjinissent  les  courbes  considérées. 

Enlin  il  est  facile  de  montrer  que  chaque  courbe  n'a  qu'un  contact  du 
premier  ordre  avec  l'enveloppe;  car  ce  théorème  est  vrai  pour  les  courbes 
planes,  et  par  suite  pour  les  projections  des  courbes  sur  des  plans 
quelconques,  d'où  il  est  facile  de  remonter  aux  courbes  dans  l'espace, 
puisque  l'ordre  du  contact  de  deux  courbes  ne  saurait  être  supérieur  à 
celui  de  leurs  projections  sur  un  jilan  quelconque. 

Ces  propriétés  générales  étant  établies,  nous  allons  passer  à  l'élude 
d'un  cas  remarquable  cjui  conduit  à  des  propriétés  importantes  :  c'est 
celui  où  les  courbes  de  la  famille  considérée  sont  les  caractéristiques 
successives  d'une  surface  variable. 

II. 

Les  caractéristiques  d'une  famille  de  surfaces  admettent  toujours  une 
enveloppe  qui  est  l'arête  de  rebroussement  de  l'enveloppe  de  ces  surfaces. 
Cela  résulte  très  simplement  de  ce  qui  précède. 
.Si,  en  effet, 

f\x,y,  z,t)  =  o 

est  l'équation  d'une  famille  de  surfaces  caractérisées  par  les  val<'iu's 
données  au  paramètre  /,  pour  chaque  valeur  de  t  la  caractéristi(|ue  tic 
la  surface  correspondante  est  définie  par  le  .système 

./=o.      j^  =  n, 

et  les  équations  j  qui  doivent  admettre  des  solutions  communes  en  x, 
Y,  z,  quel  que  soit  t,  pour  qu'il  \  ait  une  enveloppe,  se  réduisent  ici  à 
trois 

^0,  /=o,     ^=o,      ^,=0; 
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iloiic  l'enveloppe  existe  en  général;  ses  équations  s'obtiennent  en 
éliminant  t  entre  les  équations  précédentes,  et  l'on  voit  que  cette 
enveloppe  est  bien  l'arête  de  rebroussement  de  renvelo|ipe  des  surfaces 
considérées. 

Ici  chaque  courbe  a  un  contacl  du  second  ordre  avec  l'enveloppe; 
ou,  en  d'autres  termes,  les  caractétisllques  d'une  famille  de  surfaces  ont 
un  contact  du  second  ordre  avec  F  arête  de  rebroussement  de  V  enveloppe 
de  ces  surfaces. 

Une  caractéristique  particulière  répondant  à  la  valeur  /,  du  para- 
mètre t  sera  donnée  par  les  équations 

(7)  f[x,y,z,t^)  =  o,     ff^=o, 

et  les  coordonnées  d'un  point  où  elle  touche  l'enveloppe  satisferont  en 
outre  à  l'équation 

Poiu'  former  les  conditions  d'un  contact  du  second  ordre  entre  cette 
courbe  (7)  et  l'enveloppe  (G),  on  tirera  de  ces  dernières  équations  (6) 
les  valeurs  des  coordonnées  œ,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  l'en- 
veloppe en  fonction  de  t,  on  les  portera  dans  les  équations  7),  qui 
tleviendront 

o(«,/|)  =  o,      <^[t,if)  =  o, 

et  l'on  écrira  que,  pour  t  ^  t,,  on  doit  avoir 

ç{t,t,)^o,    ^  =  0,     ^  =  0, 

ce  qui  exprime  d'ailleurs  que  les  deux  courbes  ont  au  point  corres- 
pondant trois  points  conununs  confondus. 

Nous  allons  vérifier  que  ces  conditions  sont  en  effet  satisfaites  (huis 
le  cas  qui  nous  occupe. 

Et  d'abord  cela  est  évident  pour  le,séquationsç;(^^  /,)=  o,  ij/  [t,t,)  =  o, 
puisque,   pour  i  =  t,,   les  valeurs  de  x,  y,  z  déduites  des   équations 
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(6)  se  rapportent  à  un  point  commun  à  la  courbe  (6)  et  à  la  caracté- 
ristique (7).  Pour  les  autres  équations,  nous  les  développerons  en  dif- 
férentiant  les  équations  (7),  par  rapport  à  t,  les  substitutions  indiqués 
étant  supposées  effectuées,  et,  en  posant 


f 


dfjx.  Y,  :.,  t,) 


nous  aurons 


(8) 


(9J 


d/dr  d/dy         df  ch 

dx  dt  dy  dt         dz  dt 

df  dx  df  dy 

dx  dt  dv  dt 


d\fdx^  \  /  d-f    dx  dy 

dx-  df-  +■••  j+  ^  [dx'dy  dt  dt 

d-f  dx'-  \  f  (Y-f  dxdv 


^  =0, 


dx-  dl-  I  \dxdvdt  dt 


df  dz 
dz  dt 

=  0, 

••■)- 

/df  d'x 
\dx  df- 

....). 

fdf  d'-x 
\dx  dt'- 

Il  faut  supposer  que  dans  ces  équations  on  fasse  t  =:  t,,  c'est-à-dire 
que  X,  y,  z  se  rapportent  au  point  commun  considéré  des  courbes  (6) 

et(7)-^ 

Si,  d'autre  part,  on  suppose  que  dans  les  équations  (6)  on  remplace 
■r,y,  z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t  déduites  de  ces  mêmes  équa- 
tions, on  aura  des  identités  qui  en  pourront  fournir  d'autres  par  des 
différentiations. 

Différentions  ainsi  une  première  fois,  par  rapport  à  /,  les  deux  pre- 
mières équations  (6),  en  simplifiant  les  résultats  aumovende  la  seconde 
et  de  la  troisième  de  ces  équations  on  obtient  des  identités  qui  se 
réduisent,  pour  t  =:  t,,  aux  conditions  (8),  qui  sont  ainsi  satisfaites,  et 
cela  montre  que  les  deux  courbes  sont  tangentes. 

Si  l'on  différentie  maintenant  les  identités  précédemment  obtenues, 
et  qu'on  réduise  les  résultats  au  moyen  de  ces  mêmes  identités,  on 
en  obtient  deux  nouvelles  qui,  pour  t  ^  t,,  deviennent  conformes 
aux  conditions  (9)  qui  sont  ainsi  satisfaites;  d'où  il  suit  que  le  contact 
est  bien  du  second  ordre. 

enverrait  facilement  qu'il  n'est  pas,  en  général,  d'un  ordre  plus  élevé. 

Nous  remarquerons  que  le  théorème  qui  précède  établit  une  diffé- 
rence essentielle  entre  le  cas  qui  nous  occupe  et  celui  d'une  famille 
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quelconque  de  courbes  admettant  une  enveloppe,  de  sorte  que  les 
courbes  d'une  telle  famille  ne  peuvent  pas  être  considérées,  en  géné- 
ral, comme  les  caractéristiques  des  surfaces  d'une  même  famille. 

Nous  établirons  encore  une  propriété  générale  de  l'arête  de  rebrous- 
sement  qui  conduit  à  luie  réciproque  digne  de  remarque. 

Chaque  surface  d'une  même  famille  a  un  contact  du  second  ordre  avec 
V arête  de  rebroussement  de  la  surface-enveloppe. 

Sif[x,  y,  z,  t)  =  o  est  l'équation  de  la  famille  de  surfaces,  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  l'arête  de  rebroussement  de  leur 
enveloppe  sont  données,  en  fonction  de  t,  par  les  équations 

/        \  f  à/  d'f 

(lo)  /=o,     ^^  =  o,     -,=0. 

et,  pour  t  ^  l,,  ces  valeurs  définissent  un  point  commun  à  cette  arête 
de  rebroussement  et  à  la  surface  particulièrey' (a-,  t,  s,  /,  )  =  o.  Si  l'on 
suppose  que  dans  cette  dernière  équation  x,  j-,  z  soient  remplacés  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  t  déduites  des  équations  (10),  et  cpie  le 
résultat  prenne  la  forme  ¥[t,  z,  )  =  o,  les  conditions  d'un  contact  du 
second  ordre  entre  l'arête  de  rebroussement  et  la  surface  considérée 
seront  que  l'on  ait,  pour  t  ^=  t,, 

c'est-à-dire,  en  sujjposant  que  r,  y,  z  désignent  les  fonctions  de  l  tirées 
des  équations  (10), 

/(.r,  y,  z,  t,)  =  o, 
df  dr         df  dv        df  dz 


à.r  dl         dr  dt         ôz  dl 


=  o. 


/d'-f  ^  \  /     <^-f    d-r  dy  \        /à/  r/^r  \  _ 

(dL?  dt'   '^"')'^\d.vdy  dt  dt  '^"')'^\d.r  dt-   +■•■]— O. 

Clos  conditions  sont  en  effet  satisfaites  pour  l  =  t,.  Cela  est  évident 
pour  la  première;  et,  quant  aux  deux  autres,  si  l'on  différentie  <\{'\\\ 
fois,  par  rapport  kt,  la  première  des  identités  qu'on  obtient  en  rempla- 
çant, dans  les  équations  (10),  x,y,  z  par  les  valeurs  tirées  de  ces 
mêmes  équations,  en  simplifiant  les  résultats  au  moyen  de  la  seconde 
et  de  la  troisième  identité,  on  en  obtient  deuxnouvelles  qui.  pour  /  =  /, , 

Juiirn.  de  Mal/,.  (3'  série),  tome  IX.  —  AoiT  i883.  -^4 
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deviennent,  coinme  il  est  facile  de  le  véiùfler,  conformes  aux  deux  der- 
nières conditions  (i  i),  qui  ainsi  sont  bien  satisfaites. 

Réciproquement,  si  les  surfaces  d' une  même  famille  ont  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  cette  courbe  est  i arête  du  rebrous- 
sement  de  leur  surface-enveloppe 

Les  coordonnées  du  point  où  chaque  surface  f{x,  j,  z,  t)  =  o 
touche  la  courbe  donnée  sont  des  fonctions  du  paramètre  t,  soit 

et  ces  équations  peuvent  être  considérées  comme  celles  de  la  courbe 
donnée.  Exprimant  que  la  surface  répondant  à  la  valeur  f,  du  paramètre 
a  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe,  on  retombe  sur  les 
conditions  (ii)  qui  précèdent,  et  qui  ici  sont  supposées  satisfaites, 
X,  y,  z  étant  remplacés  par  leurs  valeurs  (12),  dans  lesquelles  on  sup- 
pose t  ^  t^. 

Mais,  d'autre  part,  si  l'on  remplace,  dans  l'équation  générale 
,/(^'  T'  ^'<  ^)  ==  o>  ^)  y<  2  par  leurs  valeurs  (12)  en  fonctions  de  /,  elle 
deviendra  identique,  ainsi  que  les  suivantes  qu'on  en  déduit  par  diffé- 
rentiation  : 


i3)     r-^:^ 


df  d.r        df  dv        df  dz        d 

djc  dt  '^  dv  dt  "^  dz  dt  '^  dt  ~  ^' 

\dx-'  df  ^     J^    \dj-dr  dt  dt  ^ 

■) 

(dfd-x           \         {  d■f 
+\d.r  dt'-+-)+\dtd. 

dx 

■7ft  +- 

!  ^  df 

Si  l'on  fait  t  =  t^  dans  ces  identités,  x,  j,  z  prennent  alors  les 
valeiu's  qui  répondent  au  point  de  contact  de  la  courbe  et  de  la  surface 
particulière  considérée;  et  de  la  comparaison  de  la  première  de  ces 
identités  avec  la  seconde  condition  (11),  il  résulte  d'abord  que  l'on 

doit  avoir,  pour  t  =  f , ,  -^  =  o,  c'est-à-dire  que  la  caraetéristicpie  de  la 

surface  variable  considérée'  passe  constanuïient  par  le  point  de  contact 
en  question.  Mais  les  coordonnées  de  ce  point  de  contact  satisfaisant, 

poin-  cliaciue  valeur  de  l,  à  l'équation -7^  =  o,  cette  dernièie  devient  à 

son  tour  une  identité  si  l'on  v  remplace  x,  j,  z  par  leurs  valeurs  (12), 
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et  l'on  en  déduit  alors 

d-f  dx  àlf_  dv  _^   ù^f  dz^        d-f  __ 

dtd.r  UI        jr&i-  'ii     '    dtdz  dt         dt-  "  ^' 

ce  qui  permet  de  réduire  la  seconde  identité  (i3)  à  la  suivante 
^d-fdx-  1  /'  d-f   dx  dv   ,         \       iôf  d-x  \        d-f 

En  faisant  t  ^  t^  dans  ce  résultat,  il  résulte  de  la  comparaison  avec 
la  dernière  condition   (ii)  que  les  coordonnées  du  point  de  contact 

satisfont  encore  à  l'équation  — 4  =  o,  oii  ^  =  /, .  Ce  point  est  donc  sur 

l'arête  de  rebrousseinenl  de  la  surface-enveloppe  des  surfaces  considé- 
rées, et  lîi  courbe  donnée  coïncide  avec  cette  arête  de  rebroussement. 

Appliquons  cela  au  cas  particulier  où  les  surfaces  considérées  sont  des 
sphères. 

On  sait  que  toute  sphère  qui  passe  par  le  cercle  osculatein^  d'une 
courbe,  pour  l'un  de  ses  points,  a  avec  la  courbe,  au  même  point,  un 
contact  du  second  ordre.  Si  l'on  suppose  que  le  rayon  de  cette  sphère 
soit  une  fonction  des  coordonnées  du  point  de  contact,  la  courbe  donnée 
devient  l'emeloppe  de  lacaractéristinue  de  cette  sphère  variable,  ou  l'arête 
de  rebroussement  de  sa  surface-enveloppe.  Si  le  rayon  de  la  sphère 
est  conslant,  on  a  une  surface-canal.  Il  existe  ime  seconde  surface-canal 
engendrée  par  une  sphère  égale  à  la  première,  et  qui  admet  la  même 
arête  de  rebroussement. 

Tout  cela  peut  d'ailleurs  s'établir  très  simplement  par  la  Géométrie 
seule;  et,  pour  plus  de  simplicité,  ne  considérons  que  le  cas  d'une 
surface-canal. 

Si  une  sphère  de  rayon  donné  R  a  en  M  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  courbe  donnée  S,  son  centre  est  en  fx,  sur  la  droite  Ca  polain- 
de  M,  de  façon  que  Ma  ^  R.  Il  v  a  im  second  point  f/,'  svmétrique  de 
IX  par  rapport  au  plan  osculateur  en  M  qui  répond  à  la  question. 

Comme  la  longuein-  Ma  reste  constante  pendant  que  la  sphère  se 
meut,  et  qu'elle  est  normale  à  la  courbe  S,  elle  est  aussi  constamment 
normale  à  la  courbe  .i  lieu  du  centre  de  la  sphère.  Enfin,  puisque  cetti' 
courbe  1  est  sur  la  surface  polaire  de  la  courbe  S,  sa  tangente  fj.5 
en  fx  est  dans  le  plan  normal  en  M  à  la  courbe  S,  et,  par  suite,  les  tan- 
gentes MT  et  a9  à  ces  deux  courbes  S  et  2  sont  l'une  .i  l'autre  perpendi- 
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culairos  dans  l'espace.  Par  conséquent,  puisque  la  caractéristiqued'une 
sphère  mobile  de  rayon  constant  est  lui  grand  cercle  normal  à  la  coiu'be 
lieu  de  son  centre,  cette  caractéristique  sera  donc  un  cercle  de  centre 

Fis-  3. 


p.,  de  rayon  /jl^I,  situé  dans  le  ])lan  p.MT,  et,  par  suite,  tangente  à  la 
courbe  S  qui  est  ainsi  l'arête  de  rebroussenient  de  la  sinface-canat 
enveloppe  de  la  sphère. 

Les  courbes  S  et  3  jouissent  de  certaines  propriété  s  r^  ciproques 
faciles  à  établir,  par  exemple  la  suivante  :  Si  le  centre  d'une  sphère  de 
rayon  constant  R  =^  Mjj.  décrit  la  courbe  S,  la  courbe  i  est  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface-enveloppe . 

Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  démonstration,  facile  d'ailleurs, 
de  ce  théorème,  non  plus  qu'à  quelques  autres  propriétés  des  surfaces- 
canaux  et  des  surfaces-enveloppes  des  sphères  variables  qui  nous 
entraîneraient  un  peu  loin  en  nous  éloignant  trop  de  l'objet  principal  de 
cette  simple  Note.  Et,  pour  terminer,  nous  donnerons  un  dernier  théo- 
rème général  dont  la  démonstration  résidte  facilement  de  ce  ([ui  pré- 
cède, et  de  cette  propriété  que  possède  toute  courbe  qui  a  un  contact 
d'un  ordre  quelconque  avec  une  autre  courbe,  d'avoir  aus.si  lui  contact 
au  moins  du  même  ordre  avec  Loule  surface  qui  passe  par  cette  courbe. 

Ce  théorème  général  est  le  suivant  : 

5/  les  courbes  d'une  famille  ont  un  contact  du  second  ordre.avec  une 
courbe  donnée,  cette  dernière,  qui  est  leur  enveloppe,  est  l'arête  de  rebrous- 
sement commune  des  enveloppes  des  surfaces  qui,  par  leurs  intersections 
successives,  définissent  les  courbes  considérées.  Les  caractéristiques  de 
ces  surfaces  variables  sont  constamment  tangentes  l'inie  à  l'autre. 


SURFACES  ET  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE.  2G(J 


Sur  la  génération  des  surfaces  et  fies  courbes  à  double 
courbure  analogue  à  celle  de  Mac-fMurin; 

Par  m.   M.-IV.   VAAÈCEK. 


1.  En  écrivant  dans  cette  Note  un  polyèdre  P  de  forme  variable  à 
n faces,  on  entend  que  toutes  ses  faces  F,,  F,,  •  • .,  F„  enveloppent  res- 
pectivement des  surfaces  développables  S,,  So,  .  ..,  S„,  de  classe  5,, 
s.,,  . . .,  Su,  et  que  toutes  ses  arêtes  (c'est-à-dire  des  droites  de  rencontre 
de  deux    faces    successives)   FiF^,    F0F3,    ...,     F„_,F„,    moins    une 

(savoir  F„F,),  rencontrent  respectivement  des  combes  C,,  C^ C„_,, 

d'ordre  c,,  c.,,  ...,c„_,  ['). 

Si  le  polyèdre  P  varie  ainsi,  V arête  libre  F|F„  engendre  une  surface 
gauche  X  qui  sera  du  degré 


On  verra  que  cette  formule  est  vraie  pour  la  surface  S^,  de  classe  i/.  si  elle 
est  vraie  pour  une  droite  quelconque  D  (surface  développable  de  pre- 
mière classe)  remplaçant  la  surfaces,,.  La  droite  qui  joint  le  point  où 
la  face  F^^,  rencontre  la  courbe  C^  ,  avec  le  point  où  la  face  F^.^,  perce 
la  courbe  C,,  engendre  une  surface  Y  de  classe  y,   quand  l'arête 


(1)   On  eiilend  dans  loule  celte  Note,  excepté  dans  le  dernier  alinéa,  les  lijines 
double  courbure. 
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libre  F,  F„  rencontre  continuellement  une  droite  quelconque  P.  Les 
j)Ians  tangents  communs  aux  surfaces  Y  et  S^  donnent  les  points  où  la 
droite  P  perce  la  surface  X.  On  peut  déterminer  la  classe  y  de  la  sur- 
face Y  comme  il  suit  :  On  prend  une  droite  quelconque  D,  et,  quand  la 
face  F^  l'enveloppe,  l'arête  libre  F,F„  engendre  une  surface  gauche  U 
d'ordre  u.  Les  points  où  la  surface  U  perce  la  droite  P  donnent  les 
plans  tangents  de  la  surface  Y,  qui  passent  par  la  droite  D.  Donc  y  =  // 
Mais  la  surface  U  est  la  surface  X,  quand  on  remplace  la  surface  S^  par 
la  droite  D.  Donc,  etc 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue  que  la  formule  [a]  est 
vraie  pour  la  courbe  C^,  quand  elle  est  vraie  pour  une  droite  quel- 
conque D,  remplaçant  la  courbe  C^. 

Au  casoù  toutes  les  surfaces  S,, .-.,  S,^  et  toutes  les  courbes  C,,  ...,C„  , 
sont  des  droites,  la  surface  X  est  du  deuxième  degré.  Alors  la  for- 
mule (a)  est  vraie. 

Tous  les  plans  de  la  surface  S,^  sont  multiples  plans  tangents  d'ordre 

de  la  surface  X . 

2.  Si  trois  polyèdres  variables  V,  P',  P"  à  n,  n' ,  n"  faces  ont  la  pre- 
mière face  commune  qui  enveloppe  une  surface  dè^eloppable  S,  d'ordre  5, , 
c' est-à-dire  F,  ^  F',  ^  F',  et  S,  ^  S',  ^  S, ,  les  dernières  faces  F,,,  F),,,  F^^,, 
se  rencontrent  en  un  point  qui  parcourt  une  courbe  d'ordre  (  '  ) 

[b)  "isiS., . .  .s„i'  . .  .s\^,s.,s]^. .  .s]^,Ct. .  .c„  ,c',. .  .c^,,_,C|. .  .cl„  ,. 

(')  Chasies  {Aperçu  historique,  p.  4o4>  seconde  édition)  indique  la  con- 
struction suivante  de  la  courbe  du  troisième  ordre  : 

H  Quand  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  mobile  sont  assujetties  à  j)asscr  res- 
pectivement par  quatre  droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 
l'I  <jue  trois  sommets  du  tétraèdre  doivent  se  trouver  sur  trois  autres  droites, 
placées  aussi  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  le  quatrième  sommet  du 
tétraèdre  parcourra  une  courbe  à  double  courbure  du  troisième  degré.  »' 

Il  est  évident  que  cette  construction  est  impossible.  Au  cas  pai'ticuller  du  tliéo- 
rènie  2,  on  aura  une  construction  semblable  à  celle  de  Chasies,  savoir  : 

Quand  quatre  faces  d'un  tétraèdre  mobile  sont  assujetties  à  passer  respeclive- 
menl  pai-  (juatrc  droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  que 
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Nous  ne  démontrons  pas  ce  théorème  et  les  théorèmes  suivants, 
j)arce  qu'il  suffit  d'employer  la  même  voie,  comme  dans  le  précédent. 

3.  En  désignant  par  y,  y',  y"  les  points  où  les  dernières  faces  F„,  F),,  F^, 
des  polyèdres  P,  P',  P"  rencontrent  respectivement  les  courbes  C„, 
C^,,,  Q'ii„  d'ordre  c,^,  c\^,,  c\^.„  on  obtiendra  : 

Si  trois  polyèdres  variables  P,  P',  P"  ont  la  première  face  commune  qui 
enveloppe  une  surface  dèvcloppahie  S,  d'ordre  5,,  le  plan  77' 7"  enve- 
loppe une  surface  développable  de  classe 


'5 s.  s., . 


■  c,,c, .  .  .c„.c. 


i.  En  prenant,  au  lieu  de  la  surface  développable  S,,  une  surface 
quelconque  S,  de  classe  s, ,  on  obtiendra  au  cas  2  une  surface 
d'ordre  {b)  et.  au  cas  3  une  surface  de  classe  (c). 

5.  On  peut  déduire  les  théorèmes  suivants,  d'après  le  principe  de 
dualité  des  théorèmes  précédents. 

Désignons  par  70  chaque  point  où  la  première  face  F,  du  polyèdre  P, 
de  forme  variable  à  n  faces,  perce  vme  courbe  quelconque  C,, 
d'ordre  c„  et  par  7„  chaque  point  où  la  dernière  face  F„  de  ce  polyèdre 
rencontre  une  courbe  quelconque  C„  d'ordre  c„.  La  droite  7„7„  remplit 
une  surface  gauche  du  degré 

[a')  2StS.^.  .  .S„CoC,  . .  .c„_,c„, 

quand  le  polyèdre  P  varie  de  manière  déterminée. 

Si  les  premières  faces  F,,  F,,  Fj  des  polyèdres  variables  P,  P',  V"  se 
coupent  sur  une  courbe  C  d'ordre  c,  les  dernières  faces  F„,  F^,  Fj],.  se 
coupent  en  un  point  qui  parcourt  une  courbe  d'ordre 

[b')  35| . .  .s„s\  .  .  .s'„s\  . .  .sl„cc, . .  .c,i_,c\ .  .  .c),,_,c". .  .f,',.,   ,. 

trois  arêtes  situées  dans  une  face  F,  du  Icti-aèdrc  doi\ent  reiiroiUrer  trois  autres 
droites  placées  aussi  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  le  sommet  où  se 
coupent  trois  autres  faces  du  tétraèdre  parcourra  une  courbe  à  double  courbure 
du  troisième  ordre. 
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Et,  en  remplaçant  la  courbe  C  par  une  surface  quelconque  C 
d'ordre c,  on  obtiendra  une  surface  d'ordre  [b'^. 

Lorsque  les  premières  faces  F, ,  F', ,  F,  des  polyèdres  variables  P,  V,  P  " 
se  coupent  sur  une  courbe  C  d'ordre  c,  le  plan  77  7"  enveloppe  une 
surface  développable  de  classe 

(c')  3^1  .  .  .5,,*, . .  .s',^s\ . .  .sl-c, . .  .c„_,c„c\  .  .  .c^,,c,  .  .  .c„  , 

et  pour  une  surface  quelconque  C  d'ordre  c,  au  lieu  de  la  coiu-be  C, 
on  aura  une  surface  de  classe    c'  . 

(>.  On  peut  généraliser  eiifm  le  lliéorème  dû  à  Mac-Laurin  [  '  ;  sur 
la  génération  des  courbes  planes  de  la  manière  suivante  : 

5/  un  polygone,  de  forme  variable,  se  meut  de  manière  que  tous  ses 
côtés  enveloppent  respectivement  des  courbes  C, ,  C!,,  . . .,  C„  de  classe  c\ 
c!,  ...c'„,  et  que  tous  ses  sommets,  moins  un,  parcourent  des  courbes  C,, 
C,  ...,  C„_|  d  ordre  c^C2^ .  ■c„^^,  le  sommet  libre  engendre  une  courbe 
d'ordre 

2c\c.,  .  .  .C)^CiC.,  . .  .C„_|. 

Je  ne  connais  pas  la  démonstration  du  théorème  de  Mac-Laurin 
donnée  par  lui-même,  mais  on  peut  démontrer  ce  théorème  d  une 
manière  analogue  à  celle  de  1 ,  en  prouvant  qu'il  est  vrai  pour  une 
courbe  quelconque  C^  quand  il  est  vrai  pour  un  point  quelconque 
remplaçant  la  courbe  Cf^,  et  qu'il  est  vrai  pour  une  courbe  quelconque 
Q  quand  il  est  vrai  pour  une  droite  quelconque  D,  remplaçant  celte 
courbe. 


C)  N^oir  Aperçu  liistoriijiie.  etc..  p.  i5o. 
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Équations  des  petits  mouvements  (V nn  licjuiile  pesant,  cjuand 
Us  sont  principalement  horizontaux,  que  les  frottements  s'y 
trouvent  peu  sensibles,  et  que  le  liquide  est  contenu  soit  dans 
un  bassin  à  fond  presque  liorizontal,  soit  dans  un  tuycui  ou 
un  canal  de  peu  de  pente  longitudinale,  la  surface  supérieure, 
soumise  à  des  pressions  constantes  ou  légèrement  variables, 
n'ayant  aussi  que  des  pentes  faibles  ; 

l»ui  M.  ,1.  DOrSSlXESQ  ('). 


I.   —  But  DE  CE  Mémoire. 

Parmi  les  classes  nombreuses  d'oncles  qu'on  observe  dans  les  liquides, 
la  plus  intéressante  est  celle  des  ondes  dftcs  de  translation,  où  toutes 
les  couches  fluides,  depuis  la  surface  jusqu'au  fonil,  participent  au 
mouvement,  dans  une  proportion  à  fort  peu  près  égale  s'il  s'agit  d'un 
fluide  qui  était  en  repos  à  l'instant  oîi  les  ondes  étudiées  s'y  sont 
produites  ou  propagées,  et,  tout   au    moins,    dans  une   mesure  très 

(')  Ce  travail  se  raltaclie  au  sujet  traité  déjà,  en  1872,  dans  un  Mémoire  du 
Journal  de  MaUiémaliques ,  relatif  à  Tonde  solitaire  et  aux  autres  ondes  de 
translation  propagées  le  long  de  canaux  contenant  un  liquide  en  repos.  Il  con- 
stitue aussi  un  deuxième  complément  à  l'Essai  sur  la  théorie  des  eaux  cou- 
rantes, publié  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers  de  rAcadémie  des  Sciences 
de  Paris  (t.  XXIII  et  XXIV)  :  nn  premier  complément  a  paru  au  Volume  do  1878 
du  'fournal  de  Mathématiques  (t.  IV,  p.  335  à  376). 

Jour»,  de  Mat/i.  (3"^  série),  tome  IX.  —  AoiT  i883.  J-^ 
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notable  si,  au  contraire,  le  fluide  animé  du  mouvement  ondulatoire 
s'écoule  en  même  temps,  le  long  d'un  canal,  par  filets  inégalement  ra- 
pides. Ces  ondes,  an  nombre  desquelles  on  compte  l'onde  si  remarquable 
.ippelée  Wf^a/re,  sont  celles  dont  la  longueur  est  très  supérieure  à  la 
profondeur  totale  du  liquide  :  caractère  provenant  de  ce  que  les 
vitesses  imprimées  à  la  masse  fluide  y  sont  en  majeiu'e  partie  horizon- 
tales, c'est-à-dire  parallèles  aux  grandes  dimensions  de  la  masse. 

Dans  mon  Essai  SUT' la  théorie  des  eaux  courantes,  où  j'ai  étudié  en  détail 
cette  classe  d'ondes  (p.  2G1  à324,  3/i8à470,  etc.),  je  me  suis  attaché  à 
deux  cas  principaux  et,  pour  ainsi  dire,  extrêmes,  qui  sont,  d'une  part,  le 
cas  où  le  mouvement  ondulatoire  se  produit  au  sein  d'une  eau  tranquille, 
d'autre  part,  le  cas  où,  au  contraire,  il  se  propage  le  long  d'un  courant 
dont  le  régime  préalable  était  sensiblement  uniforme.  IMais  j'ai  supposé, 
en  traitant  le  second  cas,  que  le  passage  des  ondes  n'altérait  pas 
beaucoup  l'uniformité  du  régime,  ou,  autrement  dit,  que  les  chan- 
gementsqu'ilintroduitdans  les  vitesses  des  divers  filets  fluides  n'étaient 
que  d'assez  peliles  fractions  de  ces  vitesses  mêmes.  Or,  pour  des  ondes 
d'iuie  hauteur  sensible,  un  peu  comparable  à  la  profondeur  totale,  les 
vitesses  variables  qu'elles  apportent  sont,  dans  la  plupart  des  cours 
d'eau  non  torrentueux,  du  même  ordre  que  les  vitesses  antérieures  et, 
surtout,  que  leurs  différences  entre  les  filets  de  la  surface  et  ceux  du 
fond.  Il  restait  donc  à  traiter  un  cas  intermédiaire  important,  celui  où 
les  filets  fluides  présentent  entre  eux,  avant  l'arrivée  des  ondes,  des 
diflérences  de  rapidité  qui  ne  soient  ni  très  petites,  ni  très  grandes  par 
rapporlaux  vitesses  produites  ultériein-ement.  Je  me  propose  d'embrasser 
ici  ce  cas,  avec  celui  d'un  liquide  d'abord  en  repos,  dans  une  analyse 
aussi  générale  et  aussi  simple  que  possible. 

La  légère  pente  primitive  desfilets  fluides  et  l'influence  des  frottements 
pourront  v  être  négligées  sur  deslongueurs  ou  pendant  des  périodes  de 
temps  modérées  et  même;  assez  considérables.  En  effet,  il'une  j)art,  la 
pelites.se  des  vitesses  de  régime  uniforme  accpnses  par  le  licpùde  impli- 
quera la  supposition  de  pentes  de  .superficie  insignifiantes  en  comparaison 
de  celles  qui  se  produiront  lors  du  passage  des  ondes  ;  et,  d'autre"  part,  les 
frottements  développés  par  des  vitesses  de  cet  ordre,  n'ayant  qu'une 
influence  comparable  à  celle  de  la  pente  superficielle  de  régime  uniforme 
dont  il  vientd'ètre  parléetqu'ils  neutralisaient,  se  trouveront  égalenrent 
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négligeables.  Sans  doute  les  vitesses  initiales,  très  sensibles,  des  filets 
fluides  sont  dues  à  cette  action  de  la  pente  superficielle  primitive,  dont 
on  ne  tient  pas  compte,  et  leur  régularisation  est  due  de  même  aux 
frottements,  qu'on  néglige  aussi;  mais  ces  deux  effets  ont  exigé,  pour 
se  produire,  des  temps  ou  des  parcours  beaucoup  jîIus  longs  que  ceux 
diu'ant  lesquels  se  fait  l'évolution  considérée  du  mouvement  ondu- 
latoire, de  sorte  que  leurs  causes  n'en  sont  pas  moins  très  petites  par 
rapport  à  celles  qui  se  trouvent  en  jeu  dans  ce  mouvement,  le  seul  dont 
nous  voulions  ici  nous  occujîcr. 

II.    —    For.MULKS  FONDAMENTALES 

Su|ipo.sons  d'abord  le  liquide  contenu  dans  un  large  bassin,  a\ant 
son  fond  borizontal  ou  peu  incliné,  et  prenons  pour  plan  des  ,rv  un 
plan  horizontal  très  voisin  de  la  surface  libre  primitive,  pour  axe  des 
z  une  verticale,  dirigée  vers  le  bas.  Appelons  : 

H,  fonclion  de  /,  x  eX  y,  l'ordonnée  du  fond,  que  nous  supposerons 

d'abord  mobile,  pour  plus  de  généralité; 
'(,,  autre  fonction.de  /,  x  eX.y,  l'ordonnée  de  la  surface; 
«I,  égal  encore  à  une  fonction  de  t,  x  et  y,  la  pression,  p,  mesurée  a 

cette  surface; 
enfin,  u,  v,  w  les  trois  composantes  de  la  vitesse,  au  point  (pielcompic 

[x,  y,z);  et  «„,  c„,  «'„  leurs  valeurs  au  fond  ou  pour   ;  =  II,    //,, 

(',,  (r,  leurs  valeurs  à  la  surface,  ou  poin-  :;  =  Ç. 

Les  équations  indéfinies  de  l'Hydrodynamiquerationnelledeviendront 
ici,  en  observant  que  le  fluide  n'est  soumis  dans  sa  masse  à  aucune 
autre  action  extérieure  que  la  pesanteur  g,  et  en  désignant,  comme  à 
l'ordinaire,  par  p  sa  densité  constante,  par  u' ,  v' ,  w'  les  trois  composantes 
de  l'accélération  produite  an  point  [x,  y,  z-)  : 

(hi         ch-         (hv 

z?  +  ^  +  77r  =  "- 
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Les  conditions   spéciales,    données  également   dans   les  Conrs   de 
Mécanique  rationnelle,  seront  :  i",  au  fond,  ou  pour  ;  =  H, 


(^) 

dH             dH             dli 

"■«  =  rfZ  +  "»  ^  +  '■»  ^= 

2",  à  la  surface. 

ou  pour  :■=  ~, 

(4) 

fK         d':        dz 

'         dt           '  dx          '  dr       ' 

Cherchons  d'abord  la  relation,  expi'i  niant  la  conservation  tles  \oluines 
fluides,  qui  existe  entre  la  profondeur  H  —  «  et  les  deux  composantes 
horizontales  moyennes  de  la  vitesse 

v  =  [  ■■é^-   v=(   ,.,T^., 

prises  à  l'époque  t,  depuis  la  surlace  jusqu'au  fond,  sur  la  verticale 
quelconque  {x,y).  A  cet  effet,  multiplions  l'équation  de  continuité  2) 
par  dz  et  intégrons,  sur  chaque  verticale,  de  z  =  ^  à  ;  =  H.  Comme 

il  viendra,  d'après  (3)  et  (4), 

r" /du      di>\  d(H  —  z)  dH  d:  f/H         ,/: 

X     [di  +  ^)^^+       dt       -^""Tû-  "'  di--^''"  7iJ~'>  ,77-  =^'- 

Or,  si  l'on  observe  que  la  l'è^le  classique  de  la  dilfcrcntiation  des 
intégrales  dcfiines  donne 

d    r"       ,  r"  du  ,  dU  dZ 

dxjj.  L      d.r  "  (/,/■  '  ,l.v 

''    r"     j  r"^'-    7  '/Il  '/î 

,-  /      vctz  =  I      -T-  dz  +  {•„  ~, c,  -7-  , 

dyj  J       dy  (h  '  dy 
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et  que,  de  plus, 

.H  .11 

cette  relation  tlcviout  léquation  cherchée 

.j-,  ./(H-O        f/(H-g)U    ,    cl(H-t)\  _ 

*  ^  '  c/t  '^  d.i-  '^  dy  ~  °- 

Ou  l'aurait  obtenue  dirt^ctement,  eu  considérant  le  fdet  d  étendue 
\ertical  dont  la  coupe  horizontale  est  un  rectangle  élémentaire  dx  dy 
(lu  plan  des  xy,  et  en  exprimant  que  le  volume  liquide  qui  l'occupe, 
1  H  —  ï  dx  dy,  diminue,  pendant  liustant  dl,  d'une  quantité 

—  -^-3 — ^  dt  dx  dy, 

égale  à  I  excédent, -, — ^ — ~  dxdv  dt,  du  fluide  qui  sort  i  ar  la  seconde 

^  (Lv  -  '■  ' 

face  normale   aux  x,  sur    celui,  iïl  —  'Ç)df(l] dt),    qui  entre    par  la 
première,  plus  un  excédent  analogue  pour  les  faces  normales  aux  ^'. 

.A  une  première  approximation,  cette  équation  (5)  donne  simplement, 
dans  la  question  traitée  ici, 

d(U  —  t)        ,„       yJdU        d\\ 


y,/c{{]  d\ 


dt  ^  ^'\dx         dy 

En  effet,  les  termes  supprimés, 

dx 

(le  l'ordre  desproduitsdes  vitesses  U,  V  par  les  petites  ilérivées  — — ^ — ^  -. 

sont  néoligeables  devant  la  dérivée       v.  '  >  laquelle  est  comparable  aux 

produits  des  -4 r-  liar  des  vitesses  de  propairation  supposées  très 

r  d{x,  y)    ^  1      1    >.  11 
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supérieures  à  U  ou  V  (').  De  plus,  on  admet  que  'Ç  n'égale  qu'une 

très  petite  fraction  de  H  —  Ç,  ou  que  la  hauteur  des  ondes  est,  à  une 

première  approximation,  négligeable  en  comparaison  de  la  profondeur 

totale.  Le  facteur  II  —  'Ç  pourra  donc  se  réduire  à  II  et,  en  résolvant  par 

,  fOJ        ^W 

ra|)port  a  -, 1 — ;-  >  on  aura 

•  '  (Lf         (ly 

,,.,  r/U         cl\  .,  ,  ^         i    f/(II-r) 

(b)  -^  H — r  =  sensiblement  —  y.  j- 

\    '  d.i-        a  y  11         (Il 


m.   —   Recherche  d'lnk  première   approximation,  dans  trois  cvs 

DISTINCTS. 


La  deruière  équation     i  >,  multipliée  par  <^/r,  puis  intégrée,  h  partir 
lie  z  =  'C,  en  observant  que  p  —  />,  à  cette  limite,  donne 


P  _  Pi 


Z)~  f'a-'ch; 


et  les  valeurs  de-  '-/-^  -  ^  qui  s'en  déduisent  transforment  les  deux 
autres    i)  eu  celles-ci  : 

Or,  rappelons  qu'il  s'agit  ici  de  inouwements  principalement  liorizon- 


(')  Par  (li'liuilidii,  les  vitesses  a\ec  les<[ii('llcs  se  |)ro|)ageiU,  le  Idiij;  d'iine  licui 
/.ontale  donnée,  les  diverses  valeurs  soil  de  la  profondeur  11  —  ',  soil  des  coinpo- 
>anles  ii,  ou  c,  ou  ir,  sont  les  vitesses  que  devrait  avoir  un  point  mobile  parcou- 
rant riiorizontale  en  question,  pour  (pie  II  —  Ç,  ti,  c  ou  ir  y  conservassent  touj(iur> 
ces  niènies  valeuis,  ou  eussent  leurs  différentielles  totales,  obtenues  en  sui.\anl  le 
point,  éi;ales  à  zéro.  Il  suit  évidenniienl  de  là  ([ue  la  vitesse  de  ])ropai;ation,  à 
l'époque  t,  pour  chacune  des  quantités  II  —  t,  ii,  c,  tv,  est  le  rapport,  changé  de 
-i^rie.  de  la  dérivée  partielle  de  celle-ii  |iar  rapport  au  temps  à  sa  dérivée  partielle 
par  rappnrl  a  l'espace.  |)rise  le  lnu;;  de  lliorizontale  donnée.  f)r  ce  rapport  l'csle 
Uni.  iiiiTiH'  ipiaiid  t.   II.  c.  le.   l    cl   \    ile\  ieiiiieiil  iullninienl   p<'li|s. 


MOUVEMENTS    D  UN     LIQUIDE    HESANT.  int) 

taux,  OU  tels,  que  la  composante  verticale  w'  de  l'accéiéralion  soit  très 
faible  en  comparaison  de  a'  ou  ç'.  Donc,  à  une  première  approximation, 
les  derniers  termes  de  (8)  disparaissent  à  côté  de  u',  r',  et  il  \ient 

!o)  ''  =  si(?~fi)-   ^■  =  „"|(î-g,)- 

D'où  il  résulte  que  les  accélérations  horizontales  a',  v'  sont  piesqui- 
les  mêmes  tout  le  long  d'une  verticale  et  aussi,  par  suite,  dans  toute 
région  avant  ses  dimensions  petites  par  rapport  h  la  longueur  d  unc^ 
onde,  région  pour  toute  l'étendue  de  laquelle  \es pentes  motrices 


dx  \ 


se  trouveront  à  fort  peu  prés  pareilles.  Et,  comme  nous  supposons  des 
vitesses  u,  v  assez  faibles  poiu'  ne  faire  parcourir  aux  molécules,  durant 
le  passage  d'une  intumescence  (ou  pendant  la  durée  d'une  période  si 
le  mouvement  est  périodique),  que  des  espaces  assez  petits  à  côté  de  la 
longueur  d'une  onde,  on  voit  que  toutes  les  molécules  pour  lesquelles 
a:  et  j' étaient  les  mêmes,  au  début  du  temps  assez  modéré  où  on  les 
considère,  recevront  constamment,  à  peu  prés,  les  mêmes  accélérations 
II! ,  v  et  acquerront,  par  conséquent,  des  vitesses  sensiblement  égales 
dans  le  sens  horizontal.  Ainsi,  les  différences  existant  entre  les  composantes 
u  ou  V  de  leurs  vitesses  resteront,  à  une  première  approximation,  ce  qu  elles 
étaient  d'abord. 

Cela  posé,  nous  admettrons  que  l'on  se  trouve  dans  l'un  des  trois 
cas  suivants. 

i"  Ou  bien  les  vitesses,  au  début  du  temps  considéré,  étaient  nulles 
dans  la  partie  de  la  masse  fluide  pour  laquelle  on  étudie  le  mouvement, 
et,  alors,  d'après  ce  cju'on  vient  de  voir,  les  vitesses  horizontales 
acquises  u,  v  seront  peu  dépendantes  de  :;,  ou  ne  différeront  guère  de 
leurs  moyennes  prises  depuis  le  fond  jusqu'à  la  surface  le  longdune 
même  verticale,  moyennes  que  nous  représentons  resjjectivement  par 
Uet  V. 

2°  Ou  bien  le  mouvement  est  en  majein-e  partie  oscillatoire,  de  sorte 
que  les  molécules  se  retrouvent  à  peu  près  dans  les  mêmes  positions  au 
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]>out  d'un  temps  T  assez  modéré;  et,  dans  ce  cas,  la  moyenne 


r'*^     dt       r'"^    dt 


pour  une  même  molécule,  des  valeurs  successives  de  u,  r  étant  très 
faible  par  rapport  à  ces  valeurs  mêmes  de  w,  «',  la  différence  entre  ces 
moyennes  respectives,  pour  deux  molécules  quelconques,  sera  éga- 
lement très  faible  par  rapport  à  u,  c.  Cela  implique  que  la  différence,  à 
chaque  instant,  entre  les  valeurs  effectives  de  u,  ou  de  v,  pour  deux  mo- 
lécules peu  éloignées,  soit  encore  du  même  ordre  de  petitesse;  puisque, 
d'après  ce  qu'on  a  vu,  cette  différence  ne  varie  pas  sensi])lement  durant 
le  temps  T  et  est,  par  suite,  aussi  faible  que  sa  moyenne.  Ainsi,  dans  le 
cas  actuel  d'un  mouvement  principalement  oscillatoire,  tout  comme 
dans  le  cas  précédent  où  l'état  initial  était  le  repos,  n,  v  ne  différent 
pas  sensiblement  de  U,  V,  c'est-à-dire  dépendent  peu  de  z. 

3°  Ou  bien  enfin,  le  fond  étant  supposé  horizontal  et  situé  à  une 
profondeur  constante  H  au-dessous  de  la  surface  libre  primitive  prise 
poiu'  plan  des  jry,  le  fluide  possédait,  antérieurement  à  la  production 
ou  à  la  propagation  des  ondes  qu'il  s'agit  d'étudier,  de  petites  vitesses 
horizontales  u,  v,  indépendantes  du  temps,  et  telles,  que,  si  l'on  appelle 
«,  |3  leurs  excédents  respectifs  sur  la  moyenne, 

r"    dz       r"   ^.- 
X    "ÎT'    j„   'Tî' 

de  leurs  valeurs  prise  de  haut  en  bas,  on  ait  les  deux  relations 

,      ,.  /'"/      dsL  „  da\ds  r     I      r/3  ^d'à\dz 

Ces  relations,  que  nous  admettrons  entre  les  deux  composantes  des 
vitesses  primitives  des  filets  lluides,  ou,  plutôt,  entre  les  excédents  /z, 
fi  de  ces  composantes  sur  leiu's  movennes  respectives,  reviennent  à 
supposer  nidles  en  moyenne,  le  long  de  chaque  verticale,  des  accélé- 

d^         r  d^       ,  d'i  ,  d^  .  i      •  ■ 

rations  M  :=  a  ^  4- 15 -7-^ .  v  =^  a  ~i--\-  ['■>-f.  qui  correspondraient  a  un 

mouvement  pour  lequel  on  aurait  partout  // —  «,  c^jS.  Les  valeurs 
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primitives  considérées  u,  c  vérifient  d'ailleurs,  d'après  la  condition  de 
continuité  (2),  prise  avec  w=  o,  la  relation -^ — h -1-  =  o:  «l'oii  il 
résulte  évidemment,  dans  le  même  ét;it  primitif, 

ri  r"    dz      d  r"   dz 


d   c"    dz      d  r"    dz 


et,  par  suite,  en  retranchant  celle-ci  de  la  précédente, 

d  /        r"   dz\      d  [        r"    dz^ 


d. 
ou  bien 

d-x  c/3 

dv  "•"  ^ 


*'Tr    =  '». 


;9/er) 


Ce  cas  se  présentera,  par  exemple,  vu  que  les  écpiations  (9  bis)  el 
(9  1er)  se  trouveront  satisfaites  identiquement,  quand  les  diverses 
couches  horizontales  du  fluide  seront  initialement  animées,  dans  leurs 
plans  respectifs,  de  petites  translations,  variables  à  volonté,  en  gran- 
deur et  en  direction,  d'une  couche  à  l'autre;  car  m,  v  et,  par  suite,  leurs 
différences  «,  /3  d'avec  leurs  moyennes  n'y  dépendront  que  de  2,  non 
de  X  ni  de  j'. 

Il  se  présenterait  encore,  entre  autres  cas,  si  la  masse  fluide  s'écou- 
lait par  filets  horizontaux,  rectilignes  et  parallèles,  inégalement  rapides, 
suivant  le  sens  desquels  on  aurait  pris,  par  exemple,  l'axe  de  x.  En 
effet,  dans  un  tel  mouvement,  la  vitesse  u  et,  par  suite,  son  excédent 

a  siu-  /     ;i -raseraient  fonction   de  y  et  de  z  seulement,  tandis  cpiOti 

aurait  r  =  o,   l^j  —-  o.  Les  relations  (9  bis)  et    (9  1er)  contiiuieraienl 
donc  à  se  trouver  vérifiées  identicjuement. 

De  telles  vitesses  initiales  «,  fonctions  dej'  et  z  seulement,  seront, 
par  exemple,  celles  qu'auront  acquises  les  différentes  parties  du  fluide 
après  de  longs  trajets,  quand  il  s'agira  d'un  cours  d'eau,  d'une  pente 
superficielle  assez  faible  pour  (pi'on  puisse  la  négliger  dans  mie  (|nt'sti<)n 
d'ondes,  parvenu  à  un  régime  uniforme  dans  lequel  il  y  a  é(|niHI)re 
entre  les  frottements  et  la  petite  composante  de  la  pesanteur  suivant  le 
sens  des  filets  liquides. 

Journ.  de  Math,  {i'  série),  lomi>  IX.  —   Voii   i883.  -j6 
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On  a  déjà  dit  (jiie  la  durée  des  phénomènes  étudiés  (passage  d'une 
intumescence  dans  une  certaine  région  on  oscillation  complète  du 
fluide)  est  supposée  assez  peu  longue,  pour  que  l'influence  des  frotte- 
ments n'ait  pas  le  temps  de  se  faire  sentir.  Si  l'on  considère,  en  particu- 
lier, le  troisième  cas,  où  des  vilesses,  inégales  aux  divers  points,  existent 
initialement  dansie  bassin,  ces  vitesses  tendent  à  y  disperser  les  molécules 
fpii,  au  début  du  phénomène,se  trouvaient  sur  une  même  verticale.  Alors 
nous  admettrons  que  ce  phénomène  soit  assez  court  non  seulement 
pour  que  les  frottements  y  restent  négligeables  mais  encore  pour 
(pie  l'éparpillement  des  molécules  primitivement  alignées  sur  une  ver- 
ticale n'ait  lieu  que  dans  une  étendue  de  dimensions  très  petites 
par  rapport  à  la  longueur  d'une  ondulation,  et  comparables,  par 
ex<'mple,  à  la  profondeur  du  bassin.  Dans  ces  conditions,  leur  déplace- 
ment vertical  et  leurs  déplacements  latéraux  suivant  les  .r  et  les  r,  res- 
pectivement égaux  à /le  minimes  fractions  des  dimensions  de  mêmes 
sens  de  la  ma.sse  liquide,  auront  fait  varier  assez  peu  leurs  coordonnées 
z,  -r  et  V  pour  qu'on  puisse,  sauf  de  petites  erreurs  relatives,  conti- 
nuer à  exprimer,  par  les  mêmes  fonctions  de  .r,  r  et  z  qu'au  début, 
leurs  vitesses  primitives  horizontales,  comme  si  ces  coordoimées 
n'avaient  p^s  changé. 

IV.    —   Equations   uéfinitiviîs  dk   ckitf.   pp.EMiiutr.   approximation. 

H  résulte  de  ce  qui  précède  que  u,  c  auront  en  général,  une  fois  le 
phénomène  commencé,  deux  parties  distinctes,  \\u\e,  acquise,  variable 
avec  le  temps  t  et  les  coordonnées  oe,y,  mais  sensiblement  constante  le 
long  d'une  verticale  ou  ne  dépendant  guère  de  z,  l'autre,  initiale  ou 
indépendante  de  t,  comprenant,  en  outre  desa  valeur  inoveiinedu  fond 
à  la  surface,  le  terme  appelé  ci-dessus  v.  ou  jS,  ([ui  satisfait  aux  rela- 
tions (<)  bis),  [gter)  et  aux  conditions  évidentes 


i   ''-'11="'    I   f'\r' 


On  aura  donc,  à  une  première  ap|)ro\imalion, 
10'  «  —  L  -f-  «,      c  =  \    +  fi. 
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Cela   posé,  voyons  daboid  ce  que  deviennent  les  équations  fc))  h 
cette  première  approximation.  On   peut  y  réduire  la  formule  conuiu' 

de  II' , 

du  fin  fin  fin 

t:U  tl.c  ily  '/:■ 

à  son  premier  ternie -^-  En  effet,  celui-ci,  étant  de  l'ordie  du  produit 
des  T — ; — -  par  des  vitesses  de  propagation  très  supérieures  à  u,  c,  est 
beaucoup  plus  grand  que  les  deux  termes  suivants;  et  il  l'est  égale- 
ment beaucoup  plus  que  le  dernier  terme,  n' -r'  connue  on  le  voit  en 

observant  que  la  composante  îv  de  la  vitesse  éprouve,  du  fond  à  la 
surface,  des  variations  comparables  à  ses  valeurs  intégrales,  ou  est  de 

l'ordre  de  ^  H  =  — (^-h^  )  H,  et  que,  par  suite,  le  produit  îv  y^~  se 

trouve  seulement  comparable  à  (^^ h  -r^jH-j-;  c'est-à-dire,    loitt  au 

f^  \tl.r         flrl       clz 

,         .   [fin         flv\  ,  lin        flv     .    ■  ,  .II-       1        I 

/nus,  H  {-, — I-  -7-   H  ou  aux  termes  u^-,  ii~r'  évidemment  de  I  ordre  du 

'  \fl.c         flyi  lit-        flr 

précédent  u  '—,  déjà  négligé.  D'ailleurs,  d'après  ce  qui  vient  d'être  tlil, 
du  .  ■  ■  ■  ■  1^11        <:l{  L'  +  a) 

.est,  a  une  premiereapproxniiation,  réductible  a j — ^i  expression 

qui  égale  ^,  vu  que  a  ne  dépend  pas  de  t.  Donc,  on  aura  sensible- 
ment m' =  ^  et,  de  même,  t''= '-y- ;  de  sorte  que  les  équations  (9) 
deviendront,  en  v  joignant  l'équation  approchée  de  continuité  (6)  : 

1'  dV  d  1'  /'A       d\  d  I  .,        p,\ 

(II) 


'  dl  \dj:         ilvl 

Si  l'ordonnée  H  du  fondât  la  pression/;,  à  la  surface  sont  connues 
en  fonction  de  a;,yell,  comme  il  arrive  d'ordinaire,  et  si  l'on  donne 
de  plus,  en  a-  et  v,  les  valeurs  initiales  de  l'ordonnée  'Ç  de  la  surface, 
ain.si  que  des  composantes  l),  V  de  la  vitesse  moyenne  sur  chaque 
verticale,  ces  trois  équations(i  i)  détermineront  l\  une  première  approxi- 
mation,   d'instant  en  instant,  les  variations  de    l  ,  ^  .    'Ç   sur  chacpie 
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verticale  {,r,  y).  On  en  déduira  donc,  pour  tout  instant  t  :  i"  la  forme 
et  la  situation  de  la  siu'face  libre;  2"  les  vitesses  moyennes  U,  Y,  qui, 
jointes  aux  valeurs  initiales  a,  [6,  données  dans  chaque  cas,  de  n  —  L, 
i>  —  y,  feront  connaître  sensiblement,  pour  les  divers  pointsde  la  masse 
fluide,  les  com|)osantes  horizontales  11,  r  de  la  vitesse. 

(  Hiant  à  la  composante  verticale  tv,  en  observant  que  - — h  -v-  vaut 

a  tort  peu  près,  d  après  (lo)  et  (9  ter),  ^  +  77"^^  que,  par  suite,  les 
équations  (  2  )  et  (6)  donnent 

("'^'^)  Tz=\\  dt         ' 

il  viendra,  en  multipliant  celle-ci,  (i  i  bis),  par  dz  et  intégrant,  depuis 
3  =  z,  jusqu'à  la  limite  ::  ^  II  où  w  =  tv'o, 

'      u)      dl 

Or,  d'après  (3),  u%  égale  sensiblement^;  car,  les  dérivées -7- 7 

étant  supposées  au  plus  comparables  a  -7— — -■,  les  termes,  u^  -,->  ('0-7-,' 
de  l'expression  de  ir,,  autres  que  -r-,  ne' sont  pas  d'un  ordre  de  peti- 
tesse moins  élevé  que  les  produits  u~i  e  -7^  et  disparaissent  à  côté  du 

dt    ,  .  du       du       ^    .^,       .    1-    '      1  ..du    ^ 

terme -7->  de  même  que  u-j—>v-j-o\\\.  ete  négliges  devant -7- •  Un  aura 

donc,  pour  calculer  w,  la  formule  approchée 
,_,  ...  _    «-/Il  _  /    _  -\f/(Il- 


^       I  dt         \  11/         dl 

\  .  —  Equations  of.  deuxième  approximation,  podu  les  tiiois  mêmes 

CAS. 

T/expression  (12)  de  «'  nous  permet  actuellement  d'évaluer  les  très 
petites  accélérations  verticales  iv'.  On  a,  en  effet, 

,        f?n'  c/ic  c/iv  dit' 

dt  dx  dy  dz 
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Or,  le  premier  terme, -r-,  est  encore  île  l'ordre  des  produits  des  dé- 

.    ,          f/iï'  1         .  I  .  .  ,  .  , 

rivees-T- ^rP^i"  "^^  vitesses  de  propagation   très  supérieures  a  «,  r; 

en  sorte  que  ce  premier  terme  rend  insensibles  les  deux  suivants.  Et  Ion 

peut  également  supprimer  le  dernier,  iv-^  ou  —  î^(t — ^Tt)'  *^i"'  ^^^ 

aussi   de   1  ordre  de   ii  — — H  ^'  7-  pour  ce  rail  que  les  rapports  — — 

I   chv    1  ch'        t  (iiv  .  ,  ,  .    , 

et  — r-  1  --7-  et  — ;-  sont  comparables  entre  eux,  les  quantités  u,  v,  «■ 

lï'  ax    f  (/y       H-  (ir  '  ' 

se  propageant,  pour  ainsi  dire,  autant  les  unes  que  les  autres,  suivant 
les  a:  ou  les  y.  On  peut  donc  poser  tv' =: -^;  et  la  formule  (12)  donne, 
en  y  négligeant  le   produit  des  deux  petites  dérivées  premières-^- 
^    . et  de  n'  a  cote  de  la  dérivée  seconde -t-t , 

Par  suite,  dans  lu  formule  (y)  de  la  pression,  le  terme  de  deuxième 
approximation—   /     u'V/z  a  pour  valeur  approchée 


dt-  2  11  dr- 


et  il  vient  sensiblement,  vu  que  z,  comparable  à  H,  est  très  supérieur 
àÇ, 

roi.-  r     >  1  d'<    ^     z^   rf^dl-Ç) 

(.3  6/5)  j     n'  ^z  =  3  —  +  —        ^^.^        ■ 

La  formule  (  7  )  s'écrira  donc 

('4)  --J+^l^-t)       -^2        .,11        ^r- 

Les  deux  derniers  termes  représentent,  comme  on  voit,  la  petite  par- 
tie de  la  pression  qui,  le  long  d'une  verticale,  ne  varie  pas  d'après  la  loi 
hydrostatique. 

La  valeur  (i3  bis)  de  /    iv  clz,  différentiée  par  rapport  à  .r  ou  à  y 
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(^n  négligeant,  à  cùté  des  dérivées  troisièmes -,^^- ^.  les  produits  de 

f'    ^  '  dl-d{x.r)  " 

.    ,,  .  ,  ,   d-^n-i)       ,     ,.  ■  .  ..  '     dn      ^        I 

la  dérivée  seconde tt —  pai'  les  dérivées  premières  -, ^,  et  par  77  > 

dt-         '  '  d{.i\y)       '        Il 

change  de  même  les  équations  (81  en  celles-ci  : 

\  '  »  dy  \=        pg 

"Multiplions-les  par      '  ^  et  intégrons  sur  toute  la  profondeur  II  —  ? 

du  fluide,  c'est-à-dire  de  ;  =  Cà  s  =  II,  en  remarquant  que  les  derniers 
et  avant-derniers  termes,  de  seconde  approximation,  ne  seront  changés 
cpie  de  fractions  négligeables  de  leurs  valeurs  si  l'on  v  remplace  cet  in- 
tervalle H  —  C  par  H,  ou  la  limite  C  par  zéro.  Nous  aurons 


d^t 

-+- 
-+- 

:■- 

d' 

(  H  -  ?) 

dt^dx 
dK 

2H 

r/' 

dt-dx 

dt-dy 

2  H 

dt-dy 

■  6) 


ii-r~»f/a\^ 

'''        ,.■''(■- 

/>,  \       Il  f/^'Cfr  +  ii) 

Il  —  r  ~f  f/rl  - 

Pour  calculer  les  premiers  membres  deces équations,  c'est-à-dire  les 
valeurs  moyennes  des  accélérations  horizontales  h',  c'  le  long  d'une 
même  verticale,  observons  que,  dans  l'expression  île  u' , 


du             du            du 

du 

U    =   -r-  -f-  fit'  -7-  +  W  -7 h   ( 

dt             dz            dx 

'  Tv 

les  trois  derniers  termes,  qui  sont  de  deuxième  approximation,  peuvent 
s'évaluer  en  v  mettant,  si  l'on  veut,  poiu'  m,  v  et  w,  leurs  expressions 
approchées  (  10  )  et  (i  2  ).  Il  vient  d'abord,  pour  les  deux  derniers  de  ces 
termes, 

du  du         ,TT  \(d\:  dt  \         ,_,        «\/^Ij  di  \ 

Mulliplioiis  par  rj—^ ou,  sensiblement,  par  -^■,  et  intégrons  sur  toute 
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la  profondeur  (lu  fluide,  c'est-à-dire,  à  fort  peu  près,  de  :;  =  oà  s  =11. 
Si  nous  développons  les  produits  du  second  membre  et  que  nous 
tenions  compte  des  relations  (9  bis',  ainsi  que  des  conditions  évidentes 

d       r"    ,iz  r"    rh      ,h. 

toujours  vérifiées,  même  lesdernières,  quandles  quantités  y.  et  [l,  existent 
(car  Tl  est  alors  supposé  constant  ;,  nous  aurons 


r    ,    (lu        fiii\ 


=  U  ^  +  V 


cLv  ilv 

du 


(^uant  au  tei  me  (r  -^  1  si  I  on  y  remplace  tr,  d  après    12,  par 


dt    '    Il 


,/„            r/(  «  —  U  )                                        I         r  "        du    , 
et  -r-  par -, ,  sa  moyenne,  t^ /      «'  -p  dz,  sera 

'/;  '  <lz  ■  11  —  I J  (Iz 

[      i_  r"|  di      £  ^^^»"1  d(u-\:)  , 
lir~:J.    \di.      n       di      J       dz 

Or  la  première  intégrale  du  second  membre  s'obtient  inunédialcmcnt 
et  a  pour  valein-,  api'es  des  réductions  é\  identes. 


11 


(Mn—    L' 


dt      '-'     ^  ydi  "^  H     rf< 

ou,  simplement. 


.,    d\\        ,  ,,,dl 
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VU  que  le  petit  facteur  ^  rend  le  produit  —  (w,  —  U)  ^  j—^  négli- 
geable à  côté  du  terme  —  (w,  —  U)-7^>  qui  est  déjà  de  seconde  ap- 
proximation. Celui-ci,  en  effet,  se  trouvant,  dans  (17),  divisé  par  H  —  Ç, 


est  d 


e  1  ordre  de 


cil    «, 


U  ,    .  ,  ,      dt    du        1.1 

—  )  ou,  évidemment,  de  -j^  -j--,  c  esl-a-dn'c, 


dl    dz 


du 


enfin,  d'après  (i  2),  comparableau  terme  même  H' -T^  .  dont  on  a  démontre 

la  petitesse  relative,  dans  i< ,  en  comparaison  de  y--  Comme,  d  autre 

part,  le  dernier  terme  de  (17)  est  idenliquement  nul  d'après  la  défi- 
nition même  de  U,  il  vient,  pour  la  valeur  moyenne  de  la  somme 

- — l-H'-^>  en  groupant  deux  parties  de  terme  affectées  de  U.  l'ex- 
pression 


11-? 


L  dt/^'-^"''] 


«. 


h 


U 


dl 


Mais,  d'après  la  règle  classique  de  la  différentiatioii  des  intégrales 
définies,  la  somme 

"  du 


I      du    ,  ft 

i    :n'^'^""~dt 

n'est  autre  chose  que 

d   /•"      ,  f/(ll-Ç)U 

-r  /      u  dz  — 

dlj^ 


/Il         r/: 


dl 


Ti        v/ZLi        [Tf/(I1  - 


.,  ,,       ,  ,  ,  ,     du  du     ,  , 

et  1  on  a  finalement,  iiour  la  \aleur  movenne  de -7^  -f-ir-^i  la  sunple 
'  (It  dz  ' 


Il  viendra  iloMC,  en  définitive,  comme  valeur  mo\eniie  de  11'  le  loni 
d'une  même  \erticale, 


■    Q\  l         ,      riz  ttV         ,,r/V 

Ou  trouverait  de  même 

dz 


^^- 


{\%bis) 


r  .  dz 


,,d\ 


MOUVEMENTS    d'l'N    LIQUIDE    PESAIT.  289 

Par  suite,   si  l'on   appelle,  afin   d'abréger,  I  et  I'  les  deux  pentes 
motrices  suivant  les  deux  axes  rectangulaires  des  x  et  des  v, 

en)  >=.4(ï-S)'  ^-^(«-ft 

les  deux  relations  (i6)  prendront  les  formes 

\  fdi:       ,-dl]       ^rd{]\         H.rf3(2;  +  H) 


dt  dx  dy  )        Qg        dl-dx 

d\        ,,f/V       ,.rfV\  H    d'(2t  +  H) 


de  dx  dy  J         &g        dt-dv 

Voilà  ce  que  deviennent,  à  une  deuxième  approximation,  les 
équations  qui,  jointes  à  celle,  (  5  ),  de  conservation  des  volumes  fluides, 
permettront  de  déterminer  les  accroissements  éprouvés,  d'un  instant  à 
l'autre,  par  les  trois  principales  inconnues  du  problème,  qui  sont 
d'ordinaire  'Ç,  U  et  V,  fonctions  des  deux  coordonnées  horizontales  x,y 
et  du  temps  t. 

Quand  la  pression  p,  à  la  surface  est  constante,  I  etl'  se  réduisent  à 

-7^,  -y^-  Si,  de  plus,  le  fond  est  fixe  et  peut  être  supposé  horizontal  sur 

des  étendues  notables,  ou  n'a  que  des  pentes  insignifiantes  par  rapport 
à  celles  que  le  mouvement  ondulatoire  imprime  à  la  surface,  en  appelant 
h  le  petit  excédent  variable  de  la  profondeur  actuelle  H  —  1  suv  la 
profondeur  constante  II  antérieure  aux  ondes  étudiées,  il  viendra 
i^  = —  A,  et  les  trois  équations  (5)  et  (20)  pourront  aisément  s'écrire 


(2.) 


dh 
dt 

-+- 

"(S 

d\\ 

dhX, 
dx 

l         dh\ 
■  +    dy   = 

dV 

dt 

+ 

dh 

dx 

d\5 

H 

-^3 

(Ph 
dt'-dx 

d\ 
dt 

+ 

dh 

^.^^ 

dV 
dy 

H 

+  3 

d^h 
dfdy 

o; 
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VI.  —  Ce  qu'elles  deviennent,  quand  il  s'agit  d'ln  canal  sen- 
siblement RECTANGULAIRE,  d'uNE  LARGEUR  BIEN  MOINDRE  QUE  LA 
LONGUEUR    DES    ONDES. 

Concevons  qu'il  s'agisse  d'étudier  en  particulier  des  ondes  produites 
ou  propagées  le  long  d'un  canal  ayant  pour  axe  l'axe  même  des  x,  et 
d'une  largeur  constante  /.  Nous  supposerons  cette  largeur  horizontale 
sensiblement  la  même  de  la  surface  au  fond  :  autrement  dit,  nous 
admettrons  que  la  section  normale  du  canal  ait  ou  la  forme  d'un  rec- 
tangle, ou  du  moins,  à  peu  près,  celle  d'un  trapèze  à  bases  horizontales 
et  beaucoup  plus  large  que  haut.  Alors  la  vitesse  latérale  V  devra 
s'annuler,  soit  en  toute  rigueur,  soit  très  sensiblement,  sur  les  deux 
bords,  ou  très  près  des  bords,  quand  même  ceux-ci  ne  seraient  pas 
verticaux;  car,  les  trajectoires  étant  supposées  peu  inclinées  sur 
l'horizon  et  le  canal  se  trouvant  prismatique  a  arêtes  horizontales,  les 
molécules  fluides  contiguës  aux  bords  ne  peuvent  v  décrire  que  des 
lignes  s'écartant  |ieu  des  génératrices  ou  sensiblement  perpendiculaires 
à  l'axe  des  y. 

Donc  la  composante  transversale  V  s'annulera,  ou  à  fort  peu  près, 
siu"  les  deux  côtés  du  canal,  et  elle  devra,  vu  la  graduelle  variation 
supposée  de  h,  U,  Y  en  fonction  de  t,  x  et  j',  être  partout  d'un  ordre 
de  petitesse  supérieur  à  celui  de  la  composante  longitudinale  U:  celle-ci, 
en  effet,  s'annulera  seulement  à  des  intervalles  beaucoup  plus  longs 

que  la  largeur  /.  Par  suite,  -rr  pourra  être  négligé  devant  -j  ;   et  les 

deux  dernières  équations  (21),  qui  donnent,  à  une  première  approxi- 
mation, 

dx  g   dl        dy  g   dl 

montrent  que   la  dérivée  -r-  devra   être  insensible   par  rapport   à   la 

dérivée  y-  >  ou  que   les  penles  de   la   surface  seront  beaucoup  plus 

faibles  dans  le  sens  transversal  desj' que  dans  le  sens  longitudinal  des  o^. 
Les  dénivellations  dans  le  sens  transversal  se  trouvent  ainsi  né- 
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, .         ,  I  .         ,  . .  .  .  j     dit      dli 

gligeables,  au  moins  a  une  première  approximation,  et  h,  -^  '  "77°"*^ 
presque  les  mêmes  valeurs  d'un  bord  à  l'autre  ou  ne  dépendent  que  très 
peu  de  r.  De  plus,  V  s'annulant  ou  devenant  insensible  sur  les  deux 

bords,  sa  dérivée  ^-  s'annule  dans  l'intervalle,  pour  toutes  les  valeurs 

(ly  1 

de  X,  et  elle  ne  pourra  être  que  fort  petite  en  général  à  côté  de  -j-  qui, 

au  contraire,  ne  s'annule  que  de  loin  en  loin  le  long  du  canal.  Il  suit  de 
là  c[ue,  à  une  première  approximation,  la  première  équation  (21)  donnera 

d{]  ..,  .     ,  .         i   d/i  .,  d/i 

-J—  sensiblement  égal  a  —  jj  -^  et,  par  suite,  presque  pareil ,  comme  -^  , 

d'un  bord  à  l'autre. 

Même  parmi  les  termes  de  deuxième  approximation,  le  terme  V -r- 
sera,  dans  la  seconde  relation  (21),  rendu  insensible  à  côté  du  précédent 
U  -T7  >  par  cette  circonstance  que  V  est  très  petit  en  comparaison  de  U, 
et,  dans  la  première  (21),  le  terme  — ^  sa  trouvera  négligeable  devant 

le  précédent  —, — ,  car,  AV  s'annulant,  comme  V,  sur  les  deux  bords, 
sa  dérivée  en  y  s'annule  dans  l'intervalle,  comme  le  foit  celle  de  V,  et 
elle  est  par  suite,  en  général,  très  petite  à  côté  de  la  dérivée  en  x  de  la 
cpiantiLé  /lU,  beaucoup  plus  grande  d'ailleurs  que  AV. 

En  résumé,  dans  le  cas  d'un  canal  de  largeur  et  de  profondeur 
constantes,  les  deux  premières  équations  (21)  se  réduisent  générale- 
ment, pour  les  longues  ondes  qu'on  veut  étudier,  à  celles-ci  : 

\    (Il  \  a.r  (ly  j  ux 

12) 


La  composante  transversale  V  de  la  vitesse   n'y  parait  que   par  le 

terme  H^,  lequel  n'est  tout  au  plus,  comme  on  a  vu,  cpiede  seconde 

approximation.  On  l'élimine,  et  l'on  se  débarrasse  tout  à  fait,  en  même 
temps,  de  la  variable  y,  en  introduisant  pour  inconnues,  au  lieu  de  U 
et  de  A,  les  moyennes  de  leurs  valeurs  sur  toute  la  largeur  d'une 
section  transversale,  largeur  rpii  sera,  exaclement  ou  à  fort  p(Mi  |)rès. 


dh     ,,fd{J      d\- 

(/t            \  d.r         dy , 

\       d/iV 
)+    dx   = 

dV        ^dh            ilV, 

Ut'^  S  dx  "*"        dx 

Il     d'h 

■^   3   di'dx 
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la  distance/  des  deux  verticales  menées,  dans  la  section  même,  à  partir 
du  fond,  aux  points  de  départ  des  deux  bords  (supposés  en  talus). 

Dans  ce  but,  multiplions  les  deux  relations  (22)  par  -j-  et  intégrons 

sur  toute  la  distance  /,  ou  pour  toute  la  longueur  constante  de  la  base 
inférieure  de  la  section,  en  observant  :  i*^  que  les  intégrales  f/u/v, 
ÇUdy  se  différentieront  évidemment  sous  le  signe  /",  par  rapport  à  x 

ou   à    l\    2°    que    l'intégrale    /  -j-  dy  vaudra  la  différence,   toujours 

négligeable,  des  deux  valeurs  de  V  sur  les  verticales  menées  aux  deux 
bords  en  partant  du  fond,  valeurs  nulles  ou  insensibles;  3°  et  que,  enfin, 

les  facteurs  -^j  -r-  '  peu  variables  d'un  bord  à  l'autre,  comme  on  a  vu, 

ax    dx     *■ 

peuvent  être  remplacés,  dans  les  termes  de  deuxième  approximation, 
l)ar  leurs  movennes -T-_     h-j-,  j-   /U-t--  H  viendra,  si  l'on  a  soin  de 

^  7  dV       -t^dh         ,.        ^    d/iV  ...      £• 

mettre  provison-ement  « -^  +  Ut-  au  heu  de  —1-^  pour  réduire  rina- 

lement  de  nouveau,  dans  le  résultat,  ces  deux  termes  en  un  seul  : 

/  t\-dy\    d  f  f^,dy\         II      rt"       r.dv 

-^[j^TJdl-U^TJ-^JdFdjJ^T-^- 

Ces  équations,  sauf  la  substitution  à  h  et  U  de  leurs  moyennes  sur 
toute  la  largeur,  sont  Identiques  à  celles  qu'on  aurait  déduites  immé- 
diatement des  relations  (21)  ou  (22),  en  siqiposant  les  mouvements 
exactement  pareils  d'un  bord  à  l'autre,  c'est-à-dire  en  prenant  V  nul 
et  h,  U  indépendants  de  r.  Donc  on  pourra,  même  à  une  deuxième 
approximation,  dans  l'étude  de  mouvements  propagés  le  long  du  canal, 
faire  ces  hypothèses  simplificatrices,  ou  poser  les  équations  indéfinies 

,    ,.    dh       „dV        dl,\]  d\:  dh       ,,f/lJ        II     d'h 

2  1     V/7  +  H  -^  +  -^  =  o,     -^  -^  -:7-  4-  U 


dl  dx  dx  '       dt         *  dx  dx         i   dc'-dx 

Mais  il  sera  bien   entendu   que,    dans  ces  relations,   h  désigne  la 
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liauteur  effective  moyenne  du  fluide,  au-dessus  de  son  niveau  primitif 
de  repos  ou  de  régime  uniforme,  sur  toute  la  largeur  de  la  seclion 
transversale  définie  par  l'abscisse  x,  et  que  U  y  désigne,  non  pas  la 
moyenne  des  valeurs  que  reçoit,  le  long  d'une  verticale  unique,  la  com- 
posante de  la  vitesse  suivant  le  sens  longitudinal  des  x,  mais  bien  la 
valeur  (parfois  très  différente)  obtenue  en  considérant  ces  vitesses  lon- 
gitudinales moyennes  sur  luie  infinité  de  verticales  équidistantes, 
menées  d'un  bord  à  l'autre  de  la  section,  et  en  divisant  leur  somme  j)ar 
leur  nombre. 

On  peut  observer,  du  reste,  que  cette  moyenne  générale 


At     °"    /^/«ïï^. 


.se  confond,  même  à  une  deuxième  apjMoximation,  avec  ce  qu'on 
nomme  la  vitesse  moyenne  de  débit,  c'est-à-dire  avec  la.valeur  moyenne 
de  u  sur  toute  l'étendue  delà  section,  quotient  du  débit  actuel  de  celle- 
ci,  f  dy  fudz  —  f  l] {Il  -i-  h) dy,  par  son  aire  fdyfdz  =/(!!  -h /i)dy. 
Appelons,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  Ai  la  moyenne  des  valeurs 
très  peu  différentes  que  prend  h  d'un  bord  à  l'autre,  en  sorte  qu'on  ait 

/(H+A)f/x=(n +/i,)/: 

1              •         ,    .      1                  ,        .              1      1  .1  •                rij(}i~h/i)dr     „ 
le  quotient  a  évaluer,  ou  la  vitesse  de  débit,  sera-^ — — { ,  ,  /   ■  (Jr,  si 

l'on  observe  que,  h  et  h,  étant  petits  devant  H,  le  rapport  t^ ^  vaut 

sensiblement  i -\ rr~^'  ^^  quotient  devient 

et  l'on  voit  que  le  terme   /  U  -^-j-j — -  '^î  où  A  —  A,  n'est  qu'une  petite 

fraction  de  A, ,  n'égale  pas  même,  à  côté  de  L  ,  une  quantité  de  deuxième 
approximation,  laquelle  se  trouverait  comparable  au  produit  de  L  par 

le  petit  rapport  tt- 

Dans  le  cas  où,  antérieurement  à  l'arrivée  des  ondes,  le  fluide  serait 
en  mouvement  suivant  le  sens  des /r,  par  filets  rectilignes  et  parallèles 
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animés  de  petites  vitesses  quelconques,  il  y  aurait  avantage,  en  vue  de 
simplifier  les  résultats  des  intégrations  ultérieures,  à  concevoir  le  lit 
du  canal  et  les  axes  des  x,  y,  z,  ou  l'observateur,  animés  de  la  moyenne 
de  ces  vitesses,  translation  rectiligne  et  uniforme  qui  ne  changerait  pas 
le  phénomène,  ni  la  forme  de  ses  équations  différentielles  (car,  lût-elle 
effective,  elle  ne  ferait  que  modifier  dansune  mesure  finie  les  frottements 
extérieurs  dont  on  ne  tient  pas  compte),  et  cpii  aurait  cependant  l'avan- 
tage de  donner  /  U  ^  :=  o  aux   endroits,  non  encore  atteints  par  le 

mouvement  ondulatoire,  où  la  profondeur  n'aurait  pas  cessé  d'être  égale 
à  H.  Et  l'on  voitque,  alors,  rien,  dans  les  équations  (23)  ou  (24)  du 
mouvement  non  plus  que  dans  les  circonstances  initiales  concernant  la 
vitesse  moyenne  et  la  profondeur,  ne  différencierait  le  fluide  considéré 
d'avec  un  liquide  primitivement  en  repos.  Ainsi,  pour  tout  ce  qui  con- 
cerne la  propagation  et  les  déformations  successives  des  ondes  de  trans- 
lation, dans  un  canal  rectangulaire  dont  l'eau  s'écoule  par  filets  lec- 
tiligncs  et  parallèles,  inégalement  rapides,  animés  de  vitesses  du  même 
ordre  que  celles  que  produisent  ces  ondes,  ou  très  petites  par  rapport  aux 
vitesses  de  propagation,  les  lois  de  première  et  de  deuxième  approximation 
sont  les  mêmes  que  lorsqu'il  s'agit  d'ondes  propagées  le  long  d'une 
pareille  masse  fluide  en  repos  ou,  du  moins,  n'ayant  qu'un  momement 
commun  de  transport,  d'une  vitesse  égale  à  la  vitesse  moyenne  des  filets 
considérés .  Il  n'y  a  de  différence  qu'en  ce  que  ces  lois  doivent  s'appliquer 
moins  longtemps,  d'après  une  remarrpie  de  la  fin  du  n"  III  (p.  2(S2). 
Seules  les  trajectoires  des  molécules  fluides  sont  moins  simjiles,  parce 
que  les  inégalités  de  vitesse  des  divers  filets  ne  permettent  pas  de  suppo- 
ser, à  une  première  approximation,  que  le  mouvement  se  fasse  par 
tranches  verticales,  perpendiculaires  à  l'axe  du  canal,  et  coiiservanl 
leur  verticalité  durant  leur  transport  et  leurs  déformations. 

VII.  —  (Ias  des  longues  ondes  dont  la  courbure  est  très  faible 

ET    QUI    SONT    PRODUITES    OU    PliOPAOÉES    LE     LONG    u'uN     CANAL     NON 
RECTANGULAIRE    SENSIBLEMENT    PRISMATIQUE. 

Nous  continuerons  à  admettre  ici  que  l'un  des  axes  liori/.onlaux  des 
.T  et  des  y,  celui  des  x  par  exemple,  soit  choisi  à  peu  près  parallèle  aux 
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parois  du  canal,  et  nous  supposerons  insensibles  les  composantes 
transversales  v',  w'  des  accélérations,  hypothèse  admissible  pour  les 
ondes  très  longues  et,  par  conséquent,  très  peu  courbes,  où  le  mouve- 
ment est  presque  exclusivement  longitudinal.  Il  est  évident  que  les 
équations  indéfinies  (i)  du  mouvement  subsisteront  toujours.  La  pre- 
mière donnera,  en  ap])elant  encore  p,  la  pression  à  la  surface  libre 
(pression  que  nous  supposerons  la  même  d'un  bord  à  l'autre  ou  indé- 
pendante de  j'),  et  ^  l'ordonnée  de  cette  surface  : 

et  celle-ci  réduira  la  seconde  (i),  où  y'  sera  négligeable,  ày  =  o.  Donc, 

l'ordonnée  Ç  de  la  surface  libre  ne  dépendra,  comme /j,,  que  de  a;  et 
de  t.  Autrement  dit,  le  profil  en  trai'ers  de  la  surface  libre  sera  horizontal, 
et  la  pression  variera  hydrostatiquement  aux  divers  points  d'une  même 
section  normale  du  canal. 

Il  en  résulte  que  la  première  (i),  devenue,  en  vertu  de  (25), 

('-«)      ■  "'==".4(?^£)' 

donnera  à  l'accélération  longitudinales'  les  mêmes  valeurs  pour  toutes 
les  molécules  ayant  actuellement  la  même  abscisse  ce.  Donc,  en  raison- 
nant comme  on  l'a  fait  plus  haut  (n"*  III  et  IV,  p.  279  à  282),  dans  le 
cas  d'un  bassin  à  fond  sensiblement  horizontal,  et  en  appelant  U  la 
moyenne  des  valeurs  de  u  sur  toute  l'étendue  c  d'une  section  fluide 
normale  aux  œ,  on  en  conclura  que  la  différence  u —  U  est  très  petite 
en  comparaison  de  U,  si  le  liquide  considéré  était  d'abord  en  repos  ou 
si  le  mouvement  est  principalement  oscillatoire,  et  qu'elle  se  trouve,  du 
moins,  à  fort  peu  près  indépendante  de  œ  et  de  t,  quand  il  s'agit 
d'ondes  propagées  dans  une  eau  qui  s'écoule  le  long  du  canal  par  filets 
inégalement  rapides  parallèles  à  l'axe  des  œ.  Dans  tous  ces  cas,  des  deux 
termes,  w  —  U  et  U,  qui  composent  l'expression  de  u,  le  premier, 
M  —  U,  que  j'appellerai  a,  est  seul  fonction  des  coordonnées  transver- 
sales j  et  z,  mais,  par  contre,  dépend  fort  peu  de  x  et  de  t,  contraire- 
ment au  second  U. 

Cela  posé,  cherchons  en  premier  lieu  quelle  relation  existe,  en  vertu 
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de  la  continuité  ou  de  la  conservation  des  volumes  fluides,  entre  la 
vitesse  moyenne  U  sur  une  section  et  l'aire  a  de  cette  section  fluide, 
ou  leurs  dérivées.  On  l'obtient  de  suite,  en  exprimant  que  l'accroisse- 
ment-/ c?/ t/x,  durant  un  instant  dl,  du  volume  fluide  'jdx  compris 
dt  ' 

entre  les  sections  normales  qui  correspondent  aux  deux  abscisses  fixes 
X,  X  -\-  dx,  est  égal  à  l'excédent  du  volume,  aVidt,  débité  en  même 

temps  par  la  première  de  ces  sections,  sur  celui,  f  (tU  +  -^ — dx\dl, 
qu'a  débité  la  seconde.  Il  vient  ainsi 

,         ,  rfa  <f  T  U 

formule  dont  on  remarquera  l'analogie  avec  les  autres  équations  de 
conservation  des  volumes  fluides,  (5)  et  (s'j),  que  nous  avons  obte- 
nues pour  les  cas  d'un  bassin  où  la  profondeiu'  est  H  —  Ç  et  d'un 
canal  rectangulaire  d'une  largeur  constante  /et  d'une  bautevn*  d'eau, 
H  -t-  A,  ayant  comme  partie  variable  h. 

Évaluons  enfin,  pour  en  porter  dans  (26)  l'expression  en  fonction 
de  U,  (7  et  leurs  dérivées,  l'accélération  u!  commune  à  toutes  les  parti- 
cules situées  actuellement  sur  une  même  section  normale  a  ou,  plutôt, 
dans  une  même  tranche  élémentaire  d'épaisseur  dx  ayant  la  masse  pa  dx. 
Pendant  un  instant  dt,  cette  accélération  accroît  de  [pa dx)[u' dt) 
la  quantité,  de  mouvement  animant  suivant  les  x  la  matière  de  la 
tranche.  Il  nous  suffira  donc  d'obtenir,  en  fonction  de  U,  g  ou  leurs 
dérivées,  une  expression  de  la  même  quantité  acquise  de  mouvement, 
puis  de  l'égaler  à  pi  u'  dx  dt,  pour  que  «'  s'en  déduise. 

A  cet  effet,  considérons  d'abord  la  masse  fluide  comprise,  à  l'époque 
t,  entre  deux  sections  Ogi  <7, ,  ayant  deux  abscisses  respectives  fixes  x„, 
X,,  dont  la  seconde  sera  supposée  la  plus  grande.  Si  nous  représentons 

par  /  une  intégrale  prise  sur  toute  l'étendue  d'une  section  déterminée 

7,  cette  masse  fluide  vaudra  évidemment  /  dx  j  odi,  et  la  quantité  de 
mouvement  qu'elle  possède  dans  le  sens  des  x,  à  l'époque  t,  égalera 
de  même  /      dx  j  pudc.  A  l'époque  t -\- dt,  la  quantité  analogue  de 
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mouvement  sera  donc,  pour  la  matière  comprise  alors  entre  les  deux 
mêmes  abscisses  ou  les  deux  mêmes  plans  extrêmes, 

f     dx[   I  pu  ch  +  dl'j  I  pu  ch'^=  i     dx  /  pu  da  -i-  dl  f     dx^  1  oudi. 

Mais,  par  les  divers  éléments  da  de  la  section  ff,,  il  sera  sorti, 
durant  l'intervalle  écoulé  dl,  de  petits  prismes  fluides,  (dc!)(udt), 
emportant  la  quantité   de  mouvement  p[(h)[udt)  u,  c'est-à-dire,  en 

tout,  dt  I  pu-  c/c,  qu'il  y  a  lieu  de  joindre  à  la  précédente,  puisque  ces 

prismes  fluides  font  partie  de  la  masse  dont  on  a  à  s'occuper;  et, 
d'nutre  part,  il  sera  entré,  au  contraire,  par  la  section  Çg,  une  masse 
fluide  étrangère,  apportant  ime  quantité  de  mouvement  exprimée  de 

même  pavdt  /  pu- de;,  qui  est  à  retrancher.  En  somme,  la  quantité  de 
mouvement  gagnée,  durant  l'instant  dt,  par  la  tranche  fluide 

I     dx      p da, 

aura  donc  poiu*  expression 

dl(  f'dxj^  fçu  da  +  f  pu''d7  -  f  piÛdr:]. 

laquelle  peut  s'écrire  évidemment 

dl  dx\  -j  I  pu  f/î  +  7-.  /  pii-d'7 

quand  l'épaisseur  x,  —  x^  de  la  tranche  se  réduit  à  dx  et  que  les  deux 
abscisses  x„,  x,  deviennent  x,  x  -+-  dx.  Telle.est  la  quantité  qu'il  faut 
éga.\erd  pau'dxdt.  Observons  que,  le  fluideétantun  liquide  homogène, 
le  facteur  a,  constant,  sort  des  signes  d  intégration  ou  de  ceux  de  dif- 
férentiation,  et  il  viendra  simplement 


u  dç  -h  -7-  1  u"  da 
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Or,  d'une  part,    j  u  de  =  L  7:  d'autre  part,  comme 
u- =  {IJ  -h  a)- =  V/'-h  2L'a  +  û:^ 
et  que   /  y.ds  s'annule  identiquement,  vu  que 

I  a  da  =^  I    u  —  U  ]da  =^  j  u  do  —  \]7, 

l'expression  j  ird^,  ou  /  U"J7-i-  2  j  U v.  du -^  </.- da,  se  réduit 
à  U-7  4-  /  T.- de,  somme  où  le  second  terme,  généralement  du  même 

ordre  que  le  premier,  varie  en  fonction  de  x  el  t  incomparablement 
moins  que  celui-ci,  car  «  n'y  dépend  presque  que  de  v  et  z,  et  c  n'y 
diffère  que  peu  de  la  section  fluide  constante  primitive,  f^a  déiivée 

-7-  I  u^  d(j  se  réduira  donc  sensiblement  à  — -, —  >  et  comme  celle-ci,  de 
dx  .1^  (IX 

l'ordre  de  -j-^  ou  de  U-^— >  après  qu'on  l'a  divisée  par  7,  n'est  à  consi- 
dérer, dans  les  formules  (28)  et  (26),  qu'à  une  deuxième  approxima- 
tion, on  pourra  négliger  absolument  la  dérivée  en  r  du  terme  /  «°  d'7. 
Ainsi,  l'expression  de  l'accélération  u'  sera 

^-^*'*)  ""  = -ÀrdT -^ -TU 

Or,  en  y  regardant  Uc  et  \V-i  comme  les  produits  respectifs  de  IJ 
par  (7  et  par  U7,  il  vient 

d\J<s        d\j-i        jU  ^^        d<!\J\  I  db        1  -  <'''^'  \ 

-dT  ^  ~dr -  ^\ dt  -^  -dj ) -^ '^[Tt  ^  ^ in- r 

relation  où  la  preniiércî  partie  du  second  membre  est  i(li'nli(|iiiin(  ni 
nulle  en  vertu  de  (27).  Par  suite,  l'expnïssion  définitive,  aussi  simpli- 
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ïwc  (jue  possible,  de  u', 

est,  à  une  preiiiiére  et  à  une  deuxième  approximation,  la  même  (jue 
dans  le  cas  où  tous  les  filets  fluides  possèdent  une  vitesse  initiale  com- 
nume  el  où  le  mouvement  se  fait  par  tranches  verticales  conservant 
leur  parallélisme. 

En  conséquence,  les  deux  équations  du  mouvement  en  U  et  a  seront, 
d'après  (27)   et  (26),  si  l'on  appelle,   pour  abréger,  I  la  pente  mo- 


trice , 

(I. 


d  (..        /-', 


b 


'  clL  d.v  g  \  (U  (Lr 

On  voit  qu'elles  ne  gardent  pas  trace  de  l'inégalité  de  vitesse  îles 
filets  fluides  que  le  mouvement  ondulatoire  vient  agiter;  de  sorte 
qu'o/z  pourra,  dans  ce  cas  cVun  canal  prismatique  quelconque^  comme 
dans  celui  d' un  canal  rectangulaire,  étendre  les  lois  des  ondes  de  trans- 
lation propagées  au  sein  d'une  eau  en  repos  aux  ondes  qui  le  sont  le 
long  d'un  courant,  poun-u,  du  moins,  qu  elles  se  trouvent  être  de  courbure 
insensible,  ou  très  longues,  c  est-à-dire  telles,  que  les  accélérations  latérales 
('',  ir'  n'y  aient  aucun  e.ffet  appréciable,  et  poiuxu  que  les  dijférences 
initiales  de  vitesse  des  divers  filets  fluides  y  soient  seulement  de  V  ordre  des 
vitesses  mêmes  qu  apportent  les  ondes,  ou  bien  moindres  que  les  vitesses  de 
propagation.  Toutefois,  encore  d'après  une  remarque  de  la  fin  du  n°  III 
(p.  282),  ces  lois  doivent  y  être  un  peu  moins  exactes  que  pour  une 
eau  en  repos,  ou  ne  pas  s'appliquer  aussi  longtemps;  et,  d'ailleurs, 
l'inégalité  de  vitesse  des  filets  fluides  s'y  fait  sentir  sur  la  forme  des  tra- 
jectoires des  molécules  liquides,  qu'elle  rend  moins  simples. 

On  peut  voir'  dans  V Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes  (p.  281 
à  299,  4G'  à  \'jo,  et  Additions  à  cet  Essai,  p.  "ii  à  53,  58  à  39,  etc.) 
comment  les  équations  (3o)  permettent  d'étudier  les  longues  ondes, 
non  périodiques  ou  périodiques,  propagées  le  long  de  canaux  prisma- 
tiques ou  cjuasi  prismatiques,  et  même  le  long  de  tuvaux  élastiques 
pleins  de  liquide.    La  superposition  de  deux  houles  égales  et  de  sens 
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contraires  y  donnerait  d'ailleurs  des  clapotis,  comme  on  l'expliciue 
dans  le  même  Essai  {^.  334  et  33  >  )  pour  le  cas  où  le  fluide  est  contenu 
dans  un  bassin  de  profondeur  constante;  et  la  combinaison  de  clapotis 
lie  diverses  périodes,  multiples  les  unes  des  autres,  représenterait  tous 
les  petits  mouvements  longitudinaux  possibles  de  l'eau  contenue  dans 
un  canal  prismatique  limité  à  ses  dtux  bouts  par  deux  parois  normales 
à  son  axe  (même  Essai,  p.  3x4,  325,  etc.)  Je  me  contenterai  de  ces 
indications,  car  mon  but  n'était  ici  que  de  démontrer  les  éc[uations 
différentielles  régissant  les  longues  ondes,  dites  de  translation ,  produites 
ou  propagées  au  sein  des  licjuides  pesants  (  '  ). 

(')    Voir,  à  la  lin  du  \'olume,  une  Addition  à  ce  Mémoire. 


(66) 
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Exposé  des  méthodes  en  Mathématiques,  d'après  VFronshi 

(quatrième  mite)  ; 

Par  m    É.   WEST. 


INTEGRATION     DES    EQUATIONS    AUX    DIFFERENCES 
OU     AUX    DIFFÉRENTIELLES    PARTIELLES. 

Soit  Y  une  fonction  de  v  variables  indépendantes  a;,,  a^n.  ...,  x.,\ 
supposons  que  ces  quantités  soient  liées  par  une  relation 

(651  çj(j)  =  o, 

qui  contient  aussi  des  différences  ou  des  différentielles  partielles  de  la 
fonction  v,  jusqu'à  l'ordre  a  inclusivement,  et  cherchons  à  déterminer 
généralement  la  valeur  d'une  fonction  F  de  la  quantité  y  considérée 
comme  inconnue  et  donnée  explicitement. 

En  suivant  la  marche  que  nous  avons  déjà  indiquée,  nous  détermi- 
nerons une  fonction  w  des  variables  indéjjendantes,  se  rapprochant 
autant  que  possible  de  la  fonction  y  dans  les  limites  que  l'on  considère, 
et  la  fonction  cherchée  sera  donnée  par  l'expression  (19),  savoir  : 

V.     d^v     ) 

\~7i^  ) 


302  K-     WEST. 

Il  ne  figure  ici  que  les  dérivées  des  fonctions  F  el  œ  par  rapport  à  la 
quantité  tr;  la  question  se  réduit  ainsi  au  calcul  de  ces  dérivées.  On 
a  donc 


(^7)'  ( 


f/..-'    )~  ZXdx.dxJ  f/.v    dw        Zj\    '/.^V   J\dj\diJ    (  dv^ 

dXa    dXi 


/d^Vd^ 
\dx,l    dx. 


IC 

dr. 

.     )d,r 
dx. 

1{ 

do{\ 
dx. 

,  Jd.- 

dx. 

Le  développement  de  (67)'  s'obtient  évidemment  en  faisant  varier  de 
1  à  V  les  indices  a  et  |3,  indépendamment  l'un  de  l'autre 

Nousdonnerons  plus  tard,  d'après  Wronski,  l'expres-sion  générale  de 
ces  dérivées;  pour  l'instant  les  expressions  (67),  (67)' suffisent  ;  ou 
saurait  facilement  déterminer  la  dérivée  troisième,  s'il  était  nécessaire. 

En  sul)stituant  les  valeurs  précédentes  des  dérivées  de'j(n'),  ainsi 
que  les  valeurs  analogues  de  F(ti'),  dans  l'expression  (6G),  on  a 


i(hSj  FQ'j  =  ?(»•) -?(»'■) 


et  l'on  peut  obtenir  ainsi  une  fonction  déterminée  d'une  intégrale  tie 
l'équation  (65)  supposée  aux  différences  ou  aux  différentielles  par- 
tielles. Nous  allons  maintenant  achever  les  calculs. 

Considérons  une  différence  partielle  de  y  d'un  certain  ordre  sr  ;  cette 
différence  s'écrit 

en  supposant 


Il  est  préférable  de  choisir  la  seconde  notation  connue  étant   plus 
conforme  à  celle  des  différentielles,  de  sorte   ijue,  en  supposant  les 
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différences  infiniment  petites,  on  a,  suivant  la  notation  ordinaire. 

I  dx";  dxl'  . . .  dx"'.,  ; 


dx'ï'd.rl'  .  .  .  (11'. 

la  quantité  entre  parenthèses  est  alors  le  eeoffieient  différentiel  ou  la 
dérivée  partielle. 

D'après  cela,  en  ordonnant  l'équation  proposée  par  rapport  aux 
différences  ou  aux  dérivées  partielles  de  l'inconnue,  on  aperçoit  qu'elle 
se  compose,  pour  les  dérivées  par  exemple,  de  termes  de  la  forme 

^:r__-H(7,,^ ,7.  . 

dxl'dj'l^ . . .  ax;,-^ 

HfT,,  (7o,  ...,  cr,,)  désignant  une  certaine  fonction  des  variables  indé- 
pendantes, de  l'inconnue  et  de  ses  dérivées  partielles;  ce  coefficient  H 
peut  être  déterminé  de  plusieurs  manières  différentes  :  nous  devons 
supposer  ici  que  le  choix  a  été  fait  de  la  manière  la  plus  convenable 
par  rapport  à  la  question  que  l'on  traite.  Par  suite,  l'équation  (35  .  c|ui 
est  la  réunion  ou  l'agrégat  de  tous  ces  termes,  peut  s'écrire 

(69)   Agr^[;,,^:z$f^  -^ ..^]  =  +(-,.-.  ••^.--  • 

avec  la  condition 

(69)'  ^,-4-..+   ...+^.  =  -, 

équation  indéterminée  qui  doit  être  satisfaite  ennombres  entiers  positifs, 
^  variant  de  zéro  à  ^;  4.  est  une  fonction  composée  uniquement  des 
variables  indépendantes. 

Exemple.  -  .Supposons  p.  =  2  et  v  =  3,  en  appliquant  la  méthode  de 
Hindenbourg  à  la  résolution  de  l'équation  indéterminée  (b<)i'.  on 
successivement 

Zj  =  O,       W  =   I,       ro  =  2. 

Pour  n  =  o,  on  a 

7    =0,     >:.,  —  0,     C3  =  o. 
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Pour  73  =  I 

,  on  a 

Cl 

=     I, 

C'a  =  o, 

7,  =  0, 

7, 

^  O, 

(72  =    1, 

7,  =  O, 

•Ji 

=  o, 

(Ja  =  O, 

(73=    I. 

Pour  73  =  -1 

;,  on  a 

7, 

=  '^, 

Gj  =  O, 

o-j  =  O, 

7, 

=  f, 

(72  =    I, 

73  =  O, 

7  1 

=  I , 

(72  =  o, 

^3    =    '. 

<>i 

=  o, 

CT,  =  2, 

73  =  o. 

'?! 

=  o. 

(72  =    I, 

^73=1, 

<^l 

=  o. 

(72  =  O, 

7^  =  2. 

L'agrégat  développé  clans  cet  ordre  est 

vHf  o,  o,  o)  -(-  -;—  11   I ,  o,  o  I  +  -i—  H,  o,  I ,  o   +  -i—  H(o,  o,  n 
d'Y.,,,  N  fl^  y     ,,,  X  d-y      ,- ,  , 

+  ^3  H(.,  O,  o)  +  ^^;^:^IH,,  ,,  O)  + -^^:^^H(i,o,,) 
4-gH(o..,o)  +  ^n(o.x,,)  +  gH(o,o,.). 


Nous  pouvons  maintenant  déterminer  Yéquation  transformée,  dans  le 
cas  général,  par  l'introduction  d'une  quantité  arbitraire  (.j,  savoir  . 

(70)     Agri^T^ — —j-^     -r-)-! •      Ai7,  .  ..7v)  =      - — y. 

avec  la  condition  (69)'  relative  aux  indices.  Les  quantités  A  sont  des 
quantités  constantes  que  l'on  obtient  en  remplaçanl  les  quantités 
variables  des  coefficients  H  par  leurs  valeurs  moyennes,  c'est-à-dire  par 
des  quantités  constantes  qui  représentent  aussi  bien  que  possible  les 
valeurs  autour  desquelles  oscillent  les  quantités  variables  dans  les 
limites  que  l'on  considère.  De  cette  façon,  les  quantités  A  sont  respec- 
tivement les  valeurs  moyennes  des  coefficients  H,  ces  lettres  étant 
accompagnées  de  leurs  indices,  et  /  est  la  valeur  movenne  de  ij<  (  x, . .  ..i\  ). 
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L'équation  (^o)  est  telle  que,  pour  w  =  i,  on  re|)ro(hiit  l'équation 
proposée,  et  pour  w  =  o,  on  obtient  Véquation  réduite 

(7i)  K"vA   ,  Z^""'    ^  A  fer,  ...  cr,/)  1  =  y. 

avec  la  condition  (69)'.  Nous  r('ni])laçons  ici  la  variable  r  j),ir  n' pour 
éviter  de  confondre  les  deux  incoiuiues  provenant  d'équations  diffé- 
rentes. L'équation  (71)  est  une  équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, toujours  intégrable  par  des  moyens  connus  :  il  est  donc  évident 
que  l'intégration  de  l'équation  proposée  (69),  qui  se  déduit  de  celle  de 
l'équation  réduite  (71),  peut  toujours  être  effectuée  quelle  que  soit  la 
manière  dont  les  dérivées  parlielles  entrent  dans  les  coefficients.  L'in- 
tégrale ainsi  obtenue  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (69),  car 
l'équation  réduite  (71)  introduit  u.  fonctions  arbitraires  sans  condi- 
tions particulières;  c'est  le  caractère  d'une  intégrale  générale,  tandis 
que  les  intégrales  singulières  dépendent  de  certaines  conditions  s])é- 
ciales.  D'après  cela,  les  intégrales  singulières  s'obtiendront  en  formant 
des  équations  réduites  autres  que  l'équation  (71)»  '^^  Ion  sera  guidé 
dans  cette  formation  |>ar  le  problème  proposé  lui-même. 

Il  reste,  pour  terminer  la  question,  à  donner  les  formules  d  intégra- 
tion de  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants  (71  j;  nous  ne  pouvons 
d'autant  moins  nous  en  dispenser  que  ces  formules  sont  peu  usitées  et 
qu'elles  ne  se  trouvent  guère  que  dans  des  Mémoires  originaux. 

On  peut  toujours  supposer  X=  O'  dans  l'équation  (71),  parce  que 
l'inconnue  w  déterminée  dans  ce  cas  ne  diffère  del'inconnue  provenant 
de  la  supposition  y  différent  de  zéro  que  par  un  polynôme  entier  en 
j:,,  X2,  ...  dont  les  coefficients  sont  de  simples  constantes,  ou  des  con- 
stantes périodiques  en  considérant  des  différences  finies.  Si  le  coefficient 
dey  n'est  pas  nul,  le  polynôme  se  réduit  à  une  constante;  si  le  coefficient 
de  j  est  nul,  le  polvnôme  est  du  premier  degré  en  j,,  x.,.   ..   ;  si  de 

plus  le  coefficient  de-r-  est  nul.  le  polvnôme  contient  en  outre  un  tenue 

en  x\,  etc. 

Cas  des  différences.   —  Soit  donc  l'équation  linéaire  à  coefficients 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  IX.  —  Si,i'TF.MnRi;  iSS.l.  JQ 
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constants  et  aux  différences  partielles  d'ordre  fi 

172)  Agrl^[A;jj,^çr,...,^.,lï'  A(<7,C7j...(7,)l    =0, 

avec  la  condition 

(72)'  7,  +  Ci +...4- -7.,=  ST. 

CT  variant  de  zéro  à  p.. 

Formons,  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  proposée,  l'équalion 
caractéristique 

(73)  r,,,«!^  +  B^._,«f^-'  +...-f-B„  =  o, 

où  les  coefficients  B  sont  composés  de  la  manière  suivante  :  notons  par 
z/.,,  «n,  ...,  u^  les  accroissements  des  variables  indépendantes  .r,,  r., 
...,  x^,  accroissements  que  l'on  écrit  ordinairement  Ax,,  Ax.^,  ■■■,  Ax,;, 
et  désignons  par  p.,,  Pz,  ■■■  Pv»  v  —  i  quantités  arbitraires,  en  faisant, 
pour  simplifier, 

(7^)  f7  =  7^'   p7  =  (f^'    ■•'   p''/  =  (i^; 

le  coefficient  général  de  l'écjuation  caractéristique  est  alors 


[A  —  X-HI^  ,        (>A  —  X-|-l)(lA   —  X  +   2) 

j5)      ■ 


B,,_X-M  H T^^ Jy-X-f 


^^  '''  ..2...X  ^H' 

a  condition  relative  à  l'agrégat 

(7^)'  -7.   +  <7  :,  +  ...+   CT,,  =  T, 

r  variant  de  zéro  à  X.  L'inconnu(!  ir  a  ensuite  j)our  expression  - 

(76)  (r  =  S[p:'p'i;'...p:/{M^ri]^M.,nl  +...+  M^«ji)|, 

en  faisant  C  =  — 'etM,,  M„,  ...,  AL  étant  u.  consLantes  d'iiiléyration  ; 
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S  indique  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  quantités  pa- 
reilles à  celle  qui  est  entre  crochets  satisfait  à  l'équation  (72),  et  les 
quantités  arbitraires  p.,  p:,,  ...,  p.,  peuvent  varier  à  volonté  d'un  terme 
à  l'autre. 

Nous  donnerons  plus  tard  le  moyen  de  parvenir  directement  à  l'ex- 
pression (76);  pour  l'instant,  il  suffit  de  vérifier  qu'elle  satisfait  à 
l'équation  proposée.  Voici  comment  on  peut  effectuer  cette  vérifica- 
tion. 

Posons  m=  n—  \,  et,  au  lieu  de  l'équation  caractéristique  (7J), 
considérons  l'équation 

/  y  J  y-  1-^    ' 

on  déduirait  facilement  de  (7.V  que  le  coefficient  général  est 

(78)  C^_y  =  \§r[lq,  -  lY'iq,  -  iY^...{q.-  ir-A(p.  -  /,  ^.  -.•  ^.JJ, 

avec  la  condition  (7î)'. 

Prenons  maintenant  les  différences  de  a^  d'après  l'expression  (  -jG  , 
en  négligeant  la  somme  S,  et  portons-les  dans  l'équation  ^72 ':  nous 
aurons 

X  (M,n',/n^'-h...-r  M(;./ru.m;;.')A.i'7,,  g. o-,,)]  =  o, 

avec  la  condition  (72/;  puis,  ordonnant  i)ar  rapport  aux  quantités  cpn 
contiennent  les  exponentielles  ri,  et  tenant  compte  de  (78),  il  vient 

//;  ...p"/ ( M ,  "', ru",  -^  ■■■■+-  INIji «ii'^ji ) ^. 

-f-  />^' . . .  p^iM,  n-,  ■+ . . .  H-  M^4)  C.„  =  o. 

En  vertu  de  (77),  cette  expression  est  nulle  identiquement,  ce  qu'd 
fallait  montrer.  Il'est  évident  que  cette  vérification,  ayant  lieu  pour  un 
terme  de  la  somme  S,  a  lieu  aussi  pour  un  nombre  quelconque  de 
termes  composant  cette  somme. 

Revenons  à  l'expression   (7(3)  :   cette  expression  fondamentale   ne 
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peut  être  d'aucune  uiilité,  sous  la  forme  où  elle  se  présente,  parce 
qu'elle  contient  les  racines  n  de  l'équation  caractéristique  (73),  la- 
cpielle  a  ses  coefficients  formés  de  quantités  arbitraires  p.2,  p^,  ■■■,  p,; 
il  en  résulte  que,  la  nature  réelle  ou  imaginaire  des  racines  n  ne  pou- 
vant être  précisée,  ces  racines  ne  peuvent  entrer  pratiquement  dans  les 
calculs  (à  cause  aussi  de  la  difficulté  que  présenterait  la  résolution 
d'iuie équation  algébrique).  Uest  doncdetoutenécessité  de  transformer 
l'expression  (76);  le  seul  moyen  dont  on  puisse  faire  usage  ici,  d'une 
façon  générale,  est  la  transformation  parles  fonctions  svmétriques. 

Pour  cela,  opérons  comme  nous  l'avons  fait  quand  il  s'agissait  de 
différences  totales;  posons,  comme  l'indique  Wronski, 

n^  ^  Z,  -)-  Zort  -^  ..+  Z^w'^"', 

et  donnons  à  n  les  ,u,  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation  (73),  nous  ob- 
tenons ainsi  p.  équations  linéaires  dont  les  fonctions  Z  sont  les  incon- 
nues. 

La  résolution  de  ces  équations  donne,  en  supposant  qu'd  n'v  ait  pas 
de  racines  égales, 

.  (fi(«°«.;...n?;lf/i-;n^^,.,...«|i-') 


(0(«î «^.. «];-'...  «P) 

Ces  fonctions  Z  sont  bien  des  fonctions  symétriques  des  quantités  n  : 
elles  sont  donc  exprimables  au  moyen  des  coefficients  de  l'équa- 
tion (73),  comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  précédemment.  En  or- 
donnant le  numérateur  de  l'expression  (79)  par  rapport  à  n],  on  ob- 
tient 

N  représente  le  dénominateur  de  (79)  et  les  autres  quantités  N  ''  des 
déterminants  mineurs,  aux  signes  près. 
D'après  cela,  si  l'on  pose 


N',*'  .,         N''-'  ..         N 


M,  =  -j^  P,,     M,  :-  1^  P„      .  •  ■ ,     AI,  =  -^  \\, 
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Px  étant  une  nouvelle  constante,  on  a,  pour  la  fonction  «', 

et,  comme  il  existe  p.  fonctions  Z,  il  y  a  p.  sommes  seml)Iables,  ce  qui 
cloinie 

(80)  (^  =  S>;^../.;'I^Z,)+-S(/rJ^../^:•P,Z,)^-...-t-S(/J;^../<•P^Z^l; 

les  quantités  p  varient  à  volonté  d'une  somme  à  l'autre. 

De  cette  expression,  cfui  ne  contient  que  des  constantes  arbitraires, 
il  est  facile  de  passer  à  ime  autre  qui  contienne  des  fonctions  arbi- 
traires. Développons  les  fonctions  Z  par  rapport  aux  puissances  de 
P"%  P'z^  •■■■>  puissances  cjue  nous  avons  représentées  par  q^,  q^,  ..., 
d  après  (  74);  nous  aurons  ainsi  relativement  à  l'une  des  sommes  de  (80), 
|iar  la  formule  de  Maclaurin  étendue  à  plusieurs  variables, 

avec  la  condition 

C-o  -t-  (73  +  . . .  4-  ffv  =  '^• 

Le  chiffre  o,  placé  au  bas  de  l'une  des  parenthèses,  indique  que  l'on 
fait  ^2  =  ^3  =...=  ^v  =  o,  après  la  différentialion  de  Z^. 
Si  nous  posons,  pour  abréger, 


I'=|ll'=l'...l'v" 

l'expression  précédente  pourra  s'écrire 

Mais,  par  suite  des  valeurs  arbitraires  des  quantités  p,  la  somme 
comprise  sous  le  signe  S  est  une  fonction  arbitraire, /x,  des  cpiantités 

.r.,  +  7.,«2,  a-.,  +  Q,iU.^,  ...    D'nn  autre  cùlé,  à  cause  de  l'expression  (79 
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des  fonctions  Z  et  de  l'expression  (75)  des  coefficients  B  de  l'équation 
caractéristique,  on  voit  que,  quand  Ç  est  un  nombre  entier  plus  grand 
que  ju.  —  I ,  alors  que  z?  >  Ç—  X  +  i ,  les  dérivées  de  Z),  sont  nulles, 
puisque  les  fonctions  Z  sont  fonctions  rationnelles  des  coefficients  B; 

de  plus,  comme  la  factorielle  -^^  (')  est  nulle  pour  les  valeurs  néga- 
tives de  (7,  il  en  résulte  que,  les  quantités  Co,  a^,  ...  variant  de  —  ao 
à  +  30  ,  les  termes  du  développement  (80)'  n'ont  de  valeurs  différentes 
de  zéro  que  si  ra  est  compris  entre  zéro  et  Ç  —  X  +  i .  L'agrégat  (80)'  est 
donc  une  intégrale  définie,  prise  entre  les  limites  zéi'o  et  Ç  —  X  +  i 
de  jr,  et  l'on  a,  pour  expression  de  la  fonction  cherchée, 


(8  0 


\ 


Telle  est  la  forme  donnée  par  Wronski  à  la  fonction  intégrale  de 
l'équation  proposée  dans  sa  Critique  des/onctions  génératrices.  On  doit 
remarquer  que  le  problème  est  très  simplement  résolu,  puisque  la 
solution  se  trouve  ramenée  au  calcul  de  fonctions  svmétriques  et  à 


(')  On  a,  en  effet, 


Si  l'on  ('.lit  p  — :  —  î,  il  vieil l 


j"fl- 


=  {x-\-plfK 


^3^.  =  (.r  -  ï?)''l5=  (.r  -  j)  (X  -  cr  +  f  )  (  J  -  '  -t-  :î;).  .  .  (^  -  ?),• 
|)arsuite,  en  donnant  à  .z-  età  Ç  la  même  vaK'ur,  l'iinité,  par  exemple,  on  voit  f|uc 
la  factorielle  — -  est  nulle. 
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celui  de  leurs  dérivées,  calculs  que  l'on  peut  toujours  exécuter  comme 
nous  allons  l(>  faire. 

D'après  le  théorème  donné  parles  expressions  (46)  et  (46  j',  nous 
avons 

^).  J'|j.  — j^^ lijj. 

+  N(Ç^>.  +  i)rV. 

et  les  fonctions  alepli  se  calculeraient  d'après  les  relations  ('19)  et 
(49)'.  Si  l'on  veut  formuler  le  résultat  de  ces  dernières  opérations,  on 
obtient,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  en  traitant  spécialement 
des  fonctions  aleph, 

(83)K(j:=^-,jUgrj..n(=iy'-v.^(H-B,.,.....ti-.,>-%-.i.,|, 

avec  les  conditions 

[   (3,  -f-  2(22  +  3p.T  +   .  .  .   4-  çp;  =  ?, 


'83; 


Â.insi  les  fonctions  Z  sont  connues,  soit  que  l'on  calcule  les  fonc- 
tions aleph  dont  elles  sont  formées,  indirectement  au  moven  des  rela- 
tions (49)  et  (49)'.  soit  directement  au  moyen  de  (83)  et  (83)'. 

Il  reste  à  obtenir  les  dérivées  des  fonctions  Z  par  rapport  aux  quan- 
tités g 2^  Çjy  •  •  ■.  (Ji  <li'i  entrent  dans  les  coefficients  B  de  l'équation 
caractéristique.  Pour  cela,  considérons  le  produit 

qui  entre  dans  l'expression  {'jo),  et  désignons-le  par  FI;  prenons  la 
yieœe  dérivée  de  ce  produit,  nous  aurons 

en  ayant  égard  à 

û.,-f-Û3+...-f-    0.,=    -J. 


3l2  .        É.     WEST. 

Or,  eu  faisant  y,  =  ^3  =  . . .  =  ^v=  o  après  la  dérivation,  on  a 


et,  par  suite, 

(«4)  j  ^       U^F^^^A 

en  ayant  toujours  égard  à 

(    p.,  +  p3  +  .  .   .  +  Pv  =  U, 

(84)'  u'---       +-=- 

Il  faut  observer  qu'un  ternie  sera  nul  dans  un  des  agrégats,  (juand 
l'une  des  factorielles  qui  entrent  dans  sa  composition  sera  nulle  elle- 
même;  cela  arrivera  toutes  les  fois  que  l'exposant  p  de  la  base  a  sera 
plus  grand  que  cette  base. 

Maintenant,  au  mojen  de  simples  substitutions,  on  parviendra  à 
calculer  la  dérivée  d'une  fonction  aleph  par  (84),  et  ensuite  la  dérivée 
d'une  fonction  Z  par  (83);  on  observera  à  ce  sujet  que  le  calcul  est 
poussé  aussi  loin  qu'il  est  possible  de  le  faire,  vu  sa  compliealion,  car 
les  substitutions  ne  sont  ici  qu'vuie  chose  secondaire;  on  sait  d'ailleurs 
que,  dans  les  calculs  numériques,  il  est  avantageux  de  n'effectuer  les 
substitutions  que  successivement,  lorsque  les  premières  formules  ont 
permis  d'obtenir  les  valeurs  numéricpies  des  quantités  qui  cntrcMit  dans 
les  formules  qui  viennent  ensuite. 

Si  Ion  observe  que,  dans  les  fornniles  précédenU>s,  notamment  dans 
celles  (|ui  donnent  les  coenicients  1!,  les  quantités  rj  entrent  pi'incipa- 
lement  sous  la  forme  q  —  \ ,  on  peut  se  proposer,  comme  devant  étr<^ 
préférable  dans  certains  cas,  de  développer  les  fonctions  Z  |)ar  rapport 
aux  quantités  q  —  i .  mais  il  faudra  également  développer  les  produits 
[q.,  —  \fi,  (y.,  —  \  fi,  ....  poiu'  ordonner  ensuite  par  rap[)ort  aux  puis- 
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sances  de  q.,,  rj^,  . .  . ,  c'est-à-dire  de  p"-,  p\',  . . . ,  pour  faire  entrer  ces 
quantités  dans  la  somme  Sf/J?/','.  •  •  P),)-  Nous  reviendrons  plus  loin 
sur  cette  transformation;  il  faut  seulement  remarquer  que,  dans  les 
dérivées  de  Z,  on  fera  après  les  opéraSions  q  =  i,  de  sorte  que  la 

(lernee      -—- —       est  nulle  a  monis  que  0.,=^  c.,,  p.^  =  t^,  . . . ,  et, 

par  suite,  u  ^  t,  ce  qui  réduit  l'agrégat,  formant  le  premier  terme  de 
l'expression  (7  >)  de  B^i,  au  seul  terme 

I-^^-''...  l''-''A(;jr. -X,(7,  ...C-,). 

Exemple.  —  Comme  exemple  d'application  de  ce  qui  précède, 
reprenons  l'équation  du  second  ordre  à  trois  variables  que  nous  avons 
iléveloppée  plus  haut;  calculons  les  coefficients  de  l'équation  caracté- 
ristique, les  dérivées  de  ces  coefficients,  les  fonctions  X  et  les  fonc- 
tions Z.  Puisque  nous  considérons  des  coefficients  constants,  nous 
remplacerons  les  lettres  II  par  A. 

i"  L'équation  caractéristique 

R,/i--H  B,«-i-B„=  o 

a  pour  coefficients,  d'après  (j5),  les  quantités  suivantes  : 
Poiu"  À  =  o,  r  =  o  (7  }/  donne 

G.,  =  CTj  =  o, 

d'où 

B,  =  A(2,o,o). 

Pour  À  =  I ,  r  a  les  valeurs  o  et  i . 
T  =  o  donne 

C7.  =  CTj  =  o. 
T  ^  I  donne 

7^  =  r ,      (73=0, 

72=  o.       73=  I. 
L'agrégat  de  (7^)  se  compose  de  trois  termes  : 

A(i,o,o)  -f-  (y,—  1)  A(i,  1,0)  -(-  (^3  —  i)  A(i,  o,  i), 
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d'où 


R,  =  A'i,o,o)  +  f^2  —  0-^('»  i.o)  +  (?3  —  0  A-(i.  o,  i)  —  2  A('2,o,o) 
Pour  /.  =  2,  T  a  les  valeurs  o  et  2  ;  -  =  o  donne 

^■/  =  7,  =  o  ; 
T  =^  I  donne 


T  =  2  donne 


II 

'^:! 

=    0, 

7j  =  o, 

■^3 

=  i; 

72=2. 

^:i 

=  0, 

^2=    1, 

-".1 

=  I, 

c-j  =  o, 

'''3 

=  2. 

L'agrégat  de  (yS)  se  compose  ici  de  huit  termes 

A  (o,  o,  o)  +  [q-i.—  O''^(o»  '  j  '^j  "+"(?3  ~  i)''^("'  O'  ') 

-i-  (72—  i)'A(o,  i,ç>)-\-[q.^  —  \)[q.^  —  \)k(o,\ ,  i)+(7:,  —  1)' A(o,  o,  2), 

d'où 

Bo=  A(o,  o,  o)  -)-  (^2  — i)A(o,  I,  o )  +  ...+  (^3  —  i)-A(o,  o,  2) 

—  [A(i,  o,o)  +  (y2  —  i)A(i,  I,  o)-i-  (^3  —  i)A(t,o,  1)—  2  A(2,o,o)j 
-f-  A'  2,  o,  o). 

2"  Ensuite,  pour  former  les  dérivées  de  ces  coefficients  Bo,  B,,  15,,, 
nous  avons,  d'après  (84)  ft  (84)',  pour  la  première  dérivée  par  rap- 
port à  72,  u=i.  Or,  pour  le  coefficient  Bj,  X  =  o,  011  a  seule- 
ment T^o,  ce  qui  indique  que  la  dérivée  est  nulle,  comme  cela  est 
d'ailleurs  évident, 

Pour  le   coefficient   B,,).  =  1,    pui^que   v  doit  élre  égal  à   Ituiite, 
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çi„  =  i  et  p:,  =  o;  on  a,  par  (84), 

(©.-M...,o,. 

Pour  le  coefficient  B„,  X  ^  2,  puisque  l'on  a  encoiv  u  =  1 ,  0^  =  1, 
p.,  =:  o,  pour  la  dérivée  par  rapport  à  rj.,,  il  vient 

('^)^=Agr[(-.)-'(7,Mo,^„^3)]-A(.,.,o); 

pour  -.  =  o,  on  a 

Or,  =  7.,  =  0,      Agr  =  O  ; 
poui"  T  =  r ,  on  a 

G.,^i,     173^0,      Agr  =  1 .  A(o,  I ,  o), 
(j.,^o,      (7;,^  I,      Agr=o; 

pour  t  =  2,  on  a 

(72=2,     17.,  ^o,     Agr  =  (— 1)2  A(o,  2,  o), 

(72=1,     73=1.     Agr  =  (—  i)A(o,  I ,  i), 

Cn  =^  O,      ^:,  =  2,      Agr  =  o  ; 
Par  suite 

(-7-^)   =  A(o,  I,  o)  —  2  A(o,  2,  o)  —  A(o,  r,  i)  —  A(i,  i.  o). 

Pour  la  seconde  dérivée  par  rapport  à  y,,  v  =  -2  avec  p.,  =  2,  jo.,  =  o. 
on  a 

(5r)„-Agr[(-,r-arA(o,7„73)J; 

pour  T  =^  o, 

Çj  =  73  ^i;  O,      Agr  =  o  ; 

pour  T  =  I , 

c,=  i,      G.j  =  o,     Agr  =(— i)(i  —  i)A(o,  i,o)  =  O 
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pour  T  ^  "J, 

70=^2,      73  =  0,     Agr  =  (— i)"2. 1 .  A(o,  2,  o), 

Agr  =  o; 


I ,      o-.,  =  I  , 


17^  =  O,        73  ^  2 

par  suite 


Dans  le  cas  de  y  =  2,  avec  pj  =  i,  03=  t,  la  dérivée  sera 
^^'^^  ^  =Agr[(-,r-=^^.^.A(o,  7„73)'; 


pour  T  =  o,  ou  I . 

Agr  =  o; 
pour  -  =  2, 

73  =  2,     (73^0,     Agr  =  o, 

c.,=  i,     Tj  —  I ,     Agr  =  (  — i)".  1 .1  A(o,  I,  i), 

7j^o,      73^2,      Agr  ^  o; 

iiar  suite 

-, — 7~     =  A  O,  I,  1). 

Les  dérivi'es  supérieures  sont  évidemment  nulles. 

3°  En  ce  qui  concerne  les  fonctions  aleph,  d'aprè.s  (83)  et  (83)',  on  a  : 

Pour  5=1, 


«(0=-|:- 


Pour  i—  2, 
avec 


=*»'i""(ïy^^'^']' 


(J,  H-  2p2  =  2, 

p,+f..    =ç; 
te  qui  donne 

(9,  ^2,     P2  =  O,     ;  =  2, 

p,  =  o,       02='»       Ç  =  I. 
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d'où 

Four  ï  =:.  3, 

X(3)  =  (-,)-Ag,-[,-(=^)"-^tt^], 


avec 

Cet  agrégat  ne  contient  pas  le  facteur  — ru'  parce  que,  le  coeffi- 
cient B_|  n'existant  pas,  ou  étant  nul,  les  ternies  cjui  subsisteront 
dans  le  développement  seront  ceux  pour  lesc[uels  on  aui'a  p  ,  =  o.  On  a 
donc  les  systèmes  suivants  : 

p,  =  3,     p.,=:o,     j5,,  =  o,     ç  ^  3, 

p,  =    I,         p2=    I,         P3  =  0,         Ç  =  2, 

P<  =  o,      p,=  o,      p,  =  i,      ç=  I. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux  premiers  systèmes 
seuls  conviennent;  par  suite,  il  vient 

Pour  £  =  4, 

.(4)  =  Agr[.'.(=i)'<-^<±lfl:'J, 
avec 

p,  +  2/5.  +  3p3  +  4p,,  =  4, 
?t  +  /52  +  p3  +  P',  =  s; 

ce  cjui  donne 

p,  =  4,        (9.,  =  0,        p-i=0,        p;  =  0,        Ç=4. 

p,  =  2,      p2=r,     p,=  o,     p,  =  o,      ç=3, 

/3.=    I.        p2=0,       p.,  =   1,        /3,  =  0,        Ç=2, 
p,  =  0,       p-i—l^       Pa  =  0,       |0,,  =  0,       Ç=2, 

(5,  =  o,     p.  =  o,     p%  =  o,     p.,=  \,     ;=  I- 
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Le  troisième  et  le  cinquième  système  de  valeuis,  donnant  des  termes 
luds,  ne  conviennent  pas;  le  développement  de  l'agrégat  se  compose 
donc  de  trois  termes 

w)=(iy-32f  ^-li- 

On  vérifierait  facilement  l'exactitude  de  ces  quantités  en  calculant 
de  proche  en  proche  les  fonctions  aleph  au  moyen  des  relations  f  49  ) 

4"  Enfin  le  calcul  des  fonctions  Z  ne  présente  aucune  difficulté  ; 
il  n'v  a  ici  que  deux  fonctions,  d'après  (82), 

Z,  =  S(Ç-i)|  +  N(r)=-N(Ç-2)|, 

Ces  valeurs  se  vérifient  aisément;  en  effet,  on  a 

Z,  =  n.n^  -i -—  =  —  n.n.^ini  "  +  «,/«,+...  h-  /i",  '  , 

n.,  —  «1  I    -\    2  2       >  \    / 

„  ni — n'.  -_,  r_  /_,  /_, 

Zo  =  — = ^  «",    -f-  «'    «,  -t- . . .  -1-  fin  «i  '  +  «■;    , 

«o /Ij  -  -2  ■  -        1  1       ' 

et  l'on  reconnaît  ainsi  le  développement  des  fonctions  aleph  que  nous 
venons  d'obtenir.  La  suite  du  calcul  n'offre  aucun  intérêt. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  arrêter  au  cas  où  il  existerait  des  relations 
entre  les  coefficients  de  l'équation  différentielle. 

L'intégration  complète  de  l'équation  (72)  aux  différences  partielles, 
linéaire  et  à  coefficients  constants,  formant  l'équation  réduite  de  l'é- 
quation proposée  (65),  est  ainsi  donnée  par  l'ensemble  des  for- 
mules (73),  (74).  (75),  (75)',  (84),  (84)'.  pour  ce  qui  concerne  la 
loinialion  des  coefficients  de  l'équation  caractéristique  (73),  et  (81). 
(82j,(83),  (83)',  (84),  (84)'.  pour  les  quantités  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression (81),  la  fonction  cherchée  (r. 

Intégrale  générale  de  réquation  proposée.  —  Poiu'  Ibrmer  les  tjuan- 
tités  qui  entrent  dans  l'expression  (68)  de  l'intégrale  générale  de  l'é- 
f|iiMtion  proposée  aux  différences  partielles  (65),  il  resterait  à  prendre 
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les  différences  et  les  dérivées  de  la  fonction  w  par  rapport  aux  variables 
indépendantes  a.\,  œ^,  .  . .,  œ,,.  Poiu'  la  première  variable  ,r,,  il  laudiait 

opérer  sur  les  fonctions  X  de  la  forme  N(s +  ■'?)'  Ç  étant—!- et  v;  une 

constante.  Nous  avons  déjà  effectué  ce  calcul  à  propos  des  équations 
aux  différences  totales  [formules  (50)  à  (62)]  :  il  n'y  a  donc  pas  lieu  d'v 
revenir;  reniarcjuons  seulement  que,  par  suite  des  transformations 
auxquelles  on  est  coniluit,  il  faut  prendre,  au  lieu  de  racines  m  de  l'é- 
quation caractéristique,  les  racines  m—  i  ou  n  de  l'équation  (77; 
cette  dernière  est  ainsi  la  véritable  équation  caractéristique,  et  ce  sont 
les  coefficients  C  de  (77)  qui  doivent  être  introduits  dans  les  calculs 
au  lieu  des  coefficients  B  de  (73).  Quant  aux  différences  et  aux  dé- 
rivées par  rapport  aux  variables  jc.,,  ...,  r,,,  elles  doivent  être  prises 
sur  les  fonctions  arbitraires/, , /a,  ...  ;  on  les  obtiendra  sans  difficulté 
une  fois  la  forme  de  ces  fonctions  déterminée. 

Mais  le  moyen  d'obtenir  généralement  les  dérivées  partielles  de  ir 
qui  entrent  dans  l'expression  (68)  consiste,  comme  nous  l'avons 
déjà  indiqué,  à  prendre  les  différentielles  totales  des  divers  ordres  de 
l'équation  proposée (écjuation  en  y);  on  aura,  de  celte  manière, autant 
de  relations  qu'il  est  nécessaire  d'en  avoir  pour  déterminer  les  dé- 
rivées partielles  en  question;  on  changera  ensuite  j  en  ci'. 

x\insi,  pour  l'ôcjualion  proposée,  que  nous  écrirons  9  =  0,  nous 
aiu'oiis,  pour  la  première  différentiation,  un  résultat  de  la  forme 


et,  comme  y  est  fonction  des  variables  indépendantes. 


,  dy     •        ,      f(y    1  dv    , 

a  Y  =  -r-  f'<i'i  -I — /'-  '"'■t'a  -(-...  -t-  -r~  (tx,., 
a.r\  dx;  da\ 


il  vient  alors 


[(âj+(|)Èl''''-[(5:)-(:f^)£]''-+- 


d'^  \  /d'i\  dy   I    , 


.^d.i\J         Xdyldj 
Les  quantités  ,r, ,  x.,,  . .  .,x.,  étant  indépendantes  les  unes  des  autres. 
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l'ée;alité  précédente  donne  les  relations 

/'  d'i  \        (do  "\  d^ 


dx,  '        \dy  I  djL 


o. 


/■  do  \         (do  \  dv 
\(Lvi /         \  dv  I  dx, 

I  do  \  I  do \  dv 

et  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  j  se  trouvent  déterminées 
par  des  relations  du  premier  degré.  En  opérant  d'une  manière  ana- 
logue, on  obtiendrait  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  y,  et 
ainsi  de  suite,  toutes  les  dérivées  se  trouvant  déterminées  par  des 
équations  linéaires.  Ensuite  on  remplacera  >' par  î\',  ce  qui  permettra 
de  calculer  au  moven  de  l'expression  (8i)  les  fonctions  de  cette  quan- 
tité qui  entrent  dans  les  relations  linéaires;  on  obtient  en  général,  de 
cette  manière,  les  dérivées  partielles  de  w  d'une  manière  bien  plus 
exacte  que  si  on  les  déduisait  directement  de  l'expression  (8i),  et  l'ex- 
pression fondamentale  (68)  est  plus  convergente. 

L'expression  (68)  donne,  au  moyen  des  quantités  qui  viennent  d'être 
déterminées,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (65),  parce  que 
l'on  introduit  p.  fonctions  arbitraires.  Mais  ces  fonctions  peuvent 
toutes,  ou  en  partie,  se  réduire  à  des  constantes  périodiques;  ces  con- 
stantes devant  donner  les  valeurs  initiales  des  différences  partielles 
seront  au  nombre  maximum  de 

(iA-n)(iX-t-2)...(|i.  +  v)   _  I 
I . 2  ...  V 

Il  faut  retrancher  l'unité  du  rapport  dos  fiictorielles  à  cause  de  l'é- 
quation proposée  qui  donne  une  relation  entre  les  valeurs  initiales  de 
l'inconnue  et(l(!scs  différences  partielles  des  différents  ordres. 

Cas  des  différentielles.  —  Examinons  maintenant  le  cas  où  les  diffé- 
rences deviennent  infiniment  petites  ;  soit  l'équation  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  et  aux  dérivées  partielles,  d'ordre  ij., 

(«>)  Agr4-„,f°::     ,    A(^„  7, T.)|=:n. 


r        rf°<v 

[d.r1'dr'';...d'^^. 
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avec  la  condition 

(85)'  7,  +  ff. -I-.  .  .-f-  (7.,=  C7. 

Les  différences  At^',  u,,  «j,  . . .,  que  nous  avions  plus  haut,  devien- 
nent des  différentielles  dw,  dx,,  dxo,  .  ■  •,  de  sorte  que,  si  nous  compa- 
rons l'équation  (Sj)  à  l'équation  (72).  nous  devons  considérer  la 
différence  l"w  comme  remplacée  par  la  différentielle  d'^w,  et  les  diffé- 
rentielles des  variables  indépendantes  qui  sont  données  comme  faisant 
partie  intégrante  des  coefficients  constants.  Il  en  résidteque,  dans  l'é- 
quation caractéristique,  les  quantités  g  —  1  ou  p"  —  j  ,  donnent 

et  les  racines  n  deviennent  i  —  m  dx,  ce  qui  donne  aussi 

n  —  1 

m  =  ; 

d.z: 

Ainsi,  en  vue  de  l'équation  (73),  nous  sommes  conduit  à  prendre 
pour  équation  caractéristique  une  équation  de  la  forme  de  l'équa- 
tion (77),  savoir 

(86)  C^TTzi^ +C|^_,  m!*- '-!-...-+- C„  =  o, 
dont  les  coefficients  sont 

(87)  C^,..i  =  A§v'[[Lp,p{Lp,fK  .  .[Lp,f:A{p.  -  À.  <7„  a, g./, 

avec  la  condition 

(87/  :7., -f-  73  -h  .  .  . -h  (7v  =  T, 

T  variant  de  o  à  X. 

Ensuite,    pour   ce   qui   concerne  l'expression   (76)  de   l'intégrale, 

puisque  n^,  où  Ç  =  -'  devient  n''^, 

n^z=[i  -\-mdx)'^''=  e""' ; 
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nous  avons  donc 

(88)  tF  =  Sl/J^=/;^'. .  .p!r{M,e"':^<  -^  M,e'"2'\^. . .  +  M^e'S-'-,)]. 

Il  faut  encore  transformer  cette  expression  au  nioven  de  fon(-tions 
symétriques  des  racines  hj;  pour  cela,  posons 

(89)  c""^.  =  Z,  -h  Z.m  -h  Z^m-  + .  .  . -h  Z^.m}'-' , 

en  donnant  à  m  les  p.  valeurs  qui  satisfont  îi  l'équation  caractéris- 
tique (86),  nous  obtenons  u  équations  linéaires  au  moyen  (lesquelles 
nous  tirons  la  valeur  de  l'une  des  fonctions  z, 

T>(ni1  m\.  .  .m'-/Zle"'-t.^im'.     .  .  .rn^"') 

90)  Zx= ■       — - — ^^• 

D(m°. .  .my     . .  .1)1^    ) 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  à  propos  des  différences,  l'expres- 
sion (88)  se  transforme  également  en  celle-ci 

(9,)  w  =  S'y^ . .p:/'P,z, )  -V s{pi\ . .p'-v,z, )+...+ s(/j^../5;:-p^z,) 

les  quantités  arbitraires /j»,  Ps,  ■  ■  -,  p-,  pouvant  prendre  des  valeurs  dif- 
férentes dans  chacune  des  sommes  indéfinies  S,  et  P, ,  P^,  . . .,  Pj^  étant 
de  nouvelles  constantes  d'intégration. 

La  formide  (91  I  permet  d'obtenir  une  autre  expression  contenant 
des  fonctions  arbitraires.  En  effet,  les  quantités  Z,  qui  sont  îles  fonc- 
tions de /Jj,/^,,  . .  ,  p^.  peuvent  être  développées  par  rapport  aux  puis- 
sances de  ces  quantités;  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Maclaurin, 
étendue  à  plusieurs  variables  et  donnant  à  p., /i^,  ...,  p.^  la  valeur  1 
après  les  différentiations,  on  obtient  pour  l'une  des  sommes  précé- 
dentes 

avec  la  condition 
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OU,  en  faisant  (5  égal  à  l'inverse  du  produit  des  factorielles,  cette  ex- 
|jression  s'écrit 

Or  la  somme  S  représente,  à  cause  des  quantités  arbitraires  p.. 
Pi,  . .  .,/Jv,  une  fonction  arbitraire  des  quantités  x.,  -+-  a^,  x.^  +  7.,,  . . ., 
07,,  H-  7.,,  et  l'agrégTit  est  une  intégrale;  on  a  donc,  pour  l'expression  dé- 
finitixe  de  la  fonction  tr. 


(92; 


.  .,x.,-^ 


2l  est  la  somme  de  tous  les  termes  que  l'on  obtient  en  faisant  varier 
rs  de  zéro  à  +  30  ;  les  intégrales  indéfinies  :i  peuvent  même  être  con  si- 
dérées comme  prises  entre  les  limites  —  ^d  et  +  ce  ,  à  cause  de  la  va- 
leur nulle  de  Q  pour  les  valeurs  négatives  de  -j 

Ici  se  présente  un  inconvénient,  quand  on  fait  p  =  o,  le  hj^a- 
ritlime  devient  infini  de  sorte  que  le  calcul  des  fonctions  Z  conduit 
généralement  à  des  quantités  de  forme  infinie,  quoique  le  résultat 
final  représente  des  quantités  finies;  il  y  a  analogie  entre  ces  (juantites 
infinies  et  les  sommes  d'imaginaires  qui,  cependant,  peuvent  repré- 
senter des  quantités  réelles.  Il  faut  donc  recourir  à  des  transformations 
qui  fassent  disparaître  toutes  difficultés;  on  voit  de  suite  qu'en  déve- 
loppant les  fonctions  Z  par  rapport  aux  puissances  des  quantités /j,  —  i . 
/^j  —  I ,  ...  et  faisant  ensuite/?^»  /'s-  •  •  •  égaux  à  l'unité,  les  logaritbmes 
seront  nuls.  Effectuons  ce  calcul;  au  lieu  de  (91)',  on  aura 

avec 

et   pour  faire  entrer  les  puissances  de  p.-p,.  ■■■  dnns  la  somme  S,  il 


3  24  É.     WEST. 

faudra  développer  les  produits  {p..—  iY'-...{p.,—  if'  et  ordonner  de 
nouveau  par  rapport  aux  puissances  de  p.^,  p^,  ....  Or,  d'après  la  for- 
mule du  binôme, 

(p-iY  =  Agv]^{-:yÇlp^~?y 

par  suite 

r  -Pîi-i      ,Pvi-"  1 

{p,-if^...{p,-  i)-=  Agr|^(-  i/^;,,."""^;,i.  />r^-...;>r^-|^ 

en  faisant 

p^,  varie  de  zéro  à  ç^,  fj  de  zéro  àç,,  etc.;  mais,  à  cause  des  factorielles, 
on  peut  supposer  que  les  quantités  p  varient  de  zéro  à  -H  3c  .  Posons 

G  =  Ç-  p 

ou 

ç=p  +  G. 

le  terme  général  de  l'agrégat  devient 

,,(,0,+  7»V--|-'...(pv+7.,)?.l-' 
[~    'J'  jfjll_  _  _,f,ll  ' 

et  z  peut  varier  de  zéro  à  +  oc  ;  par  suite,  l'agrégat  (91),  peut  s'écrire 


ou,  comme  les  agrégats  ne  sont  ici  que  des  intégrales,  on  a  à  la  place 


de  (91)" 


:9').    '^ 


avec 
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T  et  7^  variant  de  zéro  à  -+-  oo  ;  la  première  somme  est  prise  jjar  rap- 
port à  l'indice  variable  sr,  et  la  seconde  par  rapport  à  liiidicc  va- 
riable T. 

Comme  vérification,  si  les  v  —  i  (jnantités  arbitraires  p  se  rédniseiit 
à  nne  seule,  on  a,  comme  coefficient  de  la  dérivée  de  Z-,  sous  le  signe  2, 

d'un  autre  côté,  on  trouverait  directement,  pour  ce  même  coefficient,* 

V  I  ]5ll_   jp+»ll      ' 

supposons  que  '7  soit  égal  à  p  -l-  vj,  on  aura 

(p  +  C7)'l-'   _  (p  -(-T)f+';i' 

ou 

(p  -I-  C7)fl-'T'l'-' 
I?"(P+1)"'        ' 

ou 

(p-)- j)p^-l(p  +  1)1" 

ce  qui  conduit  à  l'identité  des  deux  expressions  précédentes. 

Les  fonctions  Z  sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équa- 
tion caractéristique  :  il  est  donc  possible  de  les  calculer  sans  résoudre 
cette  équation.  A  cet  effet,  développons  l'exponentielle  e'""  ;  nous  avons 

m-.T-         m^a'^ 

et  remplaçant  cette  exponentielle,  dans  le  déterminant  90  .  par  cette 
expression,  il  vient 

A —  ,x-iii  "•"  ;\'  II"'  iN  ii'+i'i  "^ 

Représentons  les  coefficients  de  ce  développement  |)ar()|,(.).,,Q3, ..., 
nous  aurons  alors 

(93)  Z,,=  ^^3UT  +  Q.  ;^+Q^TïTrr, +Q3  7^:^31 +■••■ 
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et,  d'après  un  théorème  sur  les  fonctions  alepli  que  nous  avons  déjà 
énoncé  précédemment,  (38)'  et  {\0)\  on  a 

.94)      <VQs=  S(I)C>,+  S(S  +  i)C)..,  -h.,  .-f-  X:'?  +  a  -  ).  iC,. 

En  particulier, 

^   C^Q,  =  N(i)C),  +  S(2)C),^,  ^. . .  +  X(  I  +  rj.  ^  /)Cj„ 
(94)'       .  (.'(.Q,  =  X(2)C).-4-N(3)C>^, +..   +N(2  +  /JL-X)C^, 

Telles  sont,  (93)  et  (91),  les  formules  cpn  permettent  d'obteair  les 
fonctions  Z. 

Pour  terminer,  il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  peut  obtenir  les 
dérivées  des  fonctions  Z  par  rapport  aux  quantités  p;  cette  opération 
se  réduit,  en  dernier  lieu,  à  prendre  les  dérivées  des  coefficients  de 
l'équation  caractéristique,  puisque  les  fondions  aleph,  dont  sont  com- 
posées les  quantités  Z,  sont  elles-mêmes  formées  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  l'équation,  comme  l'indique  la  formide  (83). 

Prenons  d'abord  la  tiérivée  d'ordre  p  de  Lp,  on  a 

Cherchons  ensuite  la  dérivée  de  la  puissance  ri  de  Lp.  Pour  cela,  re- 
marquons qu'il  s'agit  de  trouver  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  : 
soit  j'  une  fonction  de  x  et  /{y)  la  fonction  dont  nous  cherchons  la 
dérivée  d'ordre  fi;  nous  avons,  d'après  Wronski  [Tcchnie,  seconde  sec- 
lion)  ('), 

(a\\  ^^^i-(J)  _  .PiV  h^'i-Q-)  A(p-a,.)  I 

la  sonune  2  s' étendant  de  i  à  p,  pour  les  valeurs  entières  que  l'on  peut 

(')  >ioiis  ne  pouvons  reproduire  ici  l."»  dénionsU'iilion  de  cette  l'orniii le' impor- 
tante. Nous  nous  proposons  de  la  donner  prociiainenienl  avec  celles  ipie  nous 
avons  dû  omettre. 
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donner  à  l'indice  a;  on  a  de  plus 

(d''<  r  d'-y        r/'\y 
dr'''   d.r'-         dx''^ 
,,.,II,-V....|>V- 

avec 

(96)"  r, +  r,4-...+  r^  =  |5, 

les  indices  r, ,  /.,,  . . .  étant  au  moins  égaux  à  l'unité. 
Faisons  F  (y)  ^y^,  y  =  \^p  et  x  =  p,  il  vient 

ou,  en  conservant  la  forme  (96), 

(96).  ^  =  .'"2J'^(L;,)-.A(«,p-»)J. 

Si  l'on  a  maintenant  à  différentier  le  produit  des  logarithmes  qui  entre 
dans  l'expression  (87)  du  coefficient  C^  >,  il  vient 

^■'  ''  (¥,;... dp?"  Zip.     A- 

en  mettant,  pour  simplifier,  les  caractéristiques  y    des  sommes  précé- 
dentes à  la  place  de  ces  sommes  elles-mêmes. 

Dans  le  cas  où  l'on  fait  p  =  i  après  la  différentiation,  le  résultat  .se 
simplifie;  la  dérivée  (96),  est  nulle,  si  /5  <  /),  puisque  le  logarithme  est 
nul  pour  p  =  \  ■  Si  p  =  yj,  nous  avons 


[^.Ir""'^'^*"'»)^ 


et  nous  pouvons  remplacer  la  factorielle  ïj'"''   '   par  i''',  qui  est  iden- 
tique. 
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En  dernier  lieu,   supposons  j5  =  -/j  +  a  ;  le  développement  se  réduit 
encore  à  un  seul  terme  pour/j  =  i, 

quant  à  l'agrégat,  d'après  (9G)',  il  est 

A(a, n)  =  Agr[L_iL_i — \,.X, .'_  _ ^,.; ; "^   '^'   '  '     [ 

et  réduisant,  en  tenant  compte  de  (96)",  il  vient 

Nous  avons  donc 

(97)  [^'^9^1,=  ■""'■(- -•A8'-(,v,r^)- 

avec 

(97;'  r,  +  r..-+-  ...^rr=  a  -ho, 

les  quantités  /•,,  Tj,  .  • .  étant  des  nond^res  entiers  positifs,  et  ne  pou- 
vant être  nulles. 

Considérons  maintenant  le  produit 

qui  entre  dans  l'expression  (87)  des  coefficients  de  l'équation  caracté- 
ristique. D'après  ce  qui  précède,  les  dérivées  de  ce  produit  seront 
nulles,  si  l'ordre  de  chacune  des  dérivées  partielles  n'est  pas  au  moins 
égal  respectivement  à  g.,,  a,,  ..,  quantités  qui  composent  (87)',  et 
si  l'on  fait,  après  lesdifférentiations,yo2  =  ^3  =...=  i;  nous  devons  doue 
supposer  que  les  ordres  de  dérivations  partielles  sont  respectivement 
(7o-l-  p.,,  G3-h  P3,  . . .,  et  comme  on  a,  d'après  (87)', 

(98)  <7o  +  173 -f-. .  .-h  (7^=  t; 
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nous  représenterons  la  somme  des  indices  p  par  zs 
nous  aurons  ainsi 


X  Agr 


,/■,,/■.,. .  ./•, 


\  ^..l'"..-2-  •  •'"..T.   /' 


(!)8)" 


''i;.!  -•-   ^2.2  +  •..■+-  /'i.cr,  =  C2  +  p-l< 

'•3,,  -^  ''3,2  -H  •  ■  •  +  /-j.,,  =  173-1-  O3, 

''•/.l  +  'v,2  +  •  .  .  -i-  /v,,,,  =  (^v  -+-  pv 


Représentons  le  produit  des  factorielles  par  n(i'''^Pl'),  celui  des  agrégats 
par  n  Agrj;  nous  aurons  définitivement  pour  la  dérivée  d'un  coeffi- 
cient Cji_)  de  l'équation  caractéristique  (86) 


V  9<)  ) 

I        =Agr>|(-.)-n(i-fl')n[Agr(^^:-^)]A(fx->.,a,...7,j|. 

avec  les  conditions  (98),  (98)',  (98)".  t  est  compris  entre  zéro  et  X 
pour  le  premier  agrégat,  et  si  t  -l-  ïô  est  plus  petit  que  >.,  les  termes 
de  cet  agrégat  qui  correspondent  aux  valeurs  de  r  -1-  jtt  supérieures 
à  celle  qui  est  donnée  sont  nuls. 

Il  faut  remarquer  que  l'on  n'a  pas  à  tenir  compte  du  premiiM-  agré- 
gat de  (99),  Agr'.  si  l'on  a  calculé  les  dérivées  des  coefficients  de  l'équa- 
tion caractéristique  dont  les  indu  es  sont  supérieurs  à  p.  —  ">.,  parce 
que  les  termes  calculés  ainsi  se  reproduisent  dans  C,^^),  en  avant  soin 
toutefois  de  mettre  dans  les  coefficients  de  l'équation  différentielle 
l'indice  p.  —  \  au  lieu  des  indices  supérieurs,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  a 
calculé  C|j^^>^.,,  le  coefficient  C^_),contiendra,  outre  les  nouveaux  termes, 

Jonrn.  de  Math.  (3'  série),  tome  IX.  —  Octobre  i883.  -4  2 
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tous  les  termes  qui  entrent  dans  C(i  x^,,  pourvu  que  l'on  change,  dans 

A(;j'.  —  ■>.  4-  I,  o-o.  .  .ffv). 
l'indice  a  —  /  -I-  i  en  u.  —  1. 

Exemple.  — Par  exemple,  considérons  l'équation 

C.^m''  -+-  C|  m  -+-  Co  =  o  ; 
sans  répéter  un  calcul  que  nous  avons  fait  plus  haut,  nous  trouvons 

C,=  A(2,o,o), 

C|  =  A(i,  o,  o)  -+-  LyOj  A(i,  I,  o)    +  L/Jj  A(i,  o,  i), 

C.„  —  A(o,  o,  o)  -I-  L/JoA(o,  i,o)   -+-  Lj93  A(o,  o,  i) 

+  {l.poY  \{q,9.,o)  -^-Lp^Lpa  A(o,  r,  i)  +  (L/;j)-A!^o,  o,  2). 

Les  dérivées  de  Cj  sont  nulles;  pour  celles  de  C,,  la  formule  (99)  se 
réduit  à  (go)  en  y  joignant  le  coefficient  A(i,  r ,  o),  ou  A  (1 ,  o,  i)  ;  on 
trouve 

(|f),=»*('-''°;'(^t),=-"('-'''''' 

et  ainsi  de  suite.  Pour  les  dérivées  de  C^  par  rapport  à  p.,  ou  à  p.,  seu- 
lement, la  formule  (99)  se  réduit  à  (97)  avec  un  coefticient  conve- 
nable, en  ajoutant  les  ternies  que  nous  venons  de  calculer.  Examinons 
ce  que  donne  la  formule  (99),  pour  la  première  dérivée  par  rapport 

à  p.,,  on  a 

(7o=T=i,     |52  =  w  =  o     et     /"j  ,  =  ■  ; 

comme  1  =  2,  Agr^  se  réduit  à  un  seul  terme 

Comme  nous  l'avons  dit,  ce  terme  se  déduirait  de  la  dérivée  det",  en 
changeant  A(i,  i,  o)  en  A  (o,  1,0). 
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Pour  la  seronde  dérivée  de  C„  par  rapport  à  p^,  on  a  t  +  t  =  2;  or 
dans  Agr',  X  ^  2,  t  peut  prendre  les  valeurs  i  ou  2,  avec  t;?  =  i  ou  o, 
et,  puisque  nous  avons  calculé  la  première  dérivée  de  Co,  il  suffit  de 
sup])oser  t^  2,iî7  =  oet  de  négliger  Agr',  ce  qui  nous  donne  pour 
l'ensemble  des  termes 

(^"),  =  (-0"'^"Agr(7^)A(o,2,  o)-A(o,  r,o) 
=  2A(o,  2,  o)  —  A(o,  I,  o). 
En  opérant  de  même  pour  la  dérivée  troisième,  on  a  t  —  t:  =     '  et 

7,  —  T  --   2,        Oo  =  CJ  =;  I  ,       rj_,  -^  Tj^o  =  Co  -I-  0-2^ 

ce  qui  conduit  à 

/•j  ,  =  2,     r,.o  =  s , 

d'où 

(^J,  =  ;-0'i^"(^^Î)a(o,  2,  o)  +  2A(o,  .,0) 

—  —  6A(o,2,  o)-!-2A(o,  1,0). 
Pour  la  double  dérivée  par  rapport  a  p^et  a  p^,  on  a 

7,  =  (73  =  I ,      -  —  -2.      rr  =  o,      ro_,  =  1,      ^3.,  =  1, 

(-  i)»i'".i"'Agr(-|-)-Agr(Y)A(o,  i,  i)  =  A(o,  i,  i)- 


/  dH:.„ 


Pour  la  dérivée  troisième  par  rapport  à  p^  et/^^,  on  a 

ly.,  =  Ijj  =^  1,       T  =  2,       |5^  =  I ,       p.,  =  O,       V  =z  i  , 
r.,   ,    =    I,         /'nj   =   I,         ^3,1   =    I  , 

('-^)_  =  (-,:;':-.i-Agr(^-).Agr(i)A(o,i,,)==-A:o.  ,,,). 

On  voit  ainsi  comment  on  tloit  appliquer  la  formule  (  99  V 
Eu  résumé,  l'intégration  de  l'équation    SVi,  aux  dérivées  partielles, 
linéaires  et  à  coefficients  constants,  est  donnée  par  les  formules    H-^ 
87  )'  pt)ur  ce  qui  concerne  la  formation  des  coefficients  de  l'éciuation 
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raractérislique  (86);  (98),  (98)',  (98)",  (99)  pour  les  dérivées  des 
coefficients  de  cette  équation;  enfin  les  formules  (93),  (94)  donnent 
les  fonctions  Z  qui  entrent  dans  l'expression  (92)  de  la  fonction  cher- 
chée w,  expression  dans  laquelle  nous  avons  ensuite  substitué  des 
sommes  de  la  forme  (gi).- 

Intégrale  générale  de  l'équation  proposée.  —  Il  est  possible  d'effec- 
tuer maintenant,  sans  difficulté,  tous  les  calculs  relatifs  à  l'intégration 
des  équations  linéaires  à  coefficients  constants  et  aux  dérivées  par- 
tielles, et  cette  nïtégration  conduit  à  celle  des  équations  à  coefficients 
(juelconques  en  donnant  les  quantités  qui  entrent  dans  l'expres- 
sion (68).  Pour  cela,  il  ne  reste  plus  qu'à  former  les  dérivées  partielles 
de  (V  par  rapport  aux  variables  a;,,  a;.,,  x^,  ...  pour  former  ensuite  les 
fonctions  <p(w)  et  F[w),  ainsi  que  leurs  propres  dérivées  par  rapport 
aux  mêmes  variables  ;  ces  dérivées  seront  données,  pour  la  variable 
principale  x,,  par  les  dérivées  des  développements  (93),  et  poin-  les 
autres  variables  a?,,  x^,  ...  par  les  dérivées  des  fonctions  arbitraires  /,, 
f.., Ces  calculs. n'offrent  donc  aucune  particularité. 

Cependant  il  convient  de  ne  calculer  ainsi  que  les  dérivées  partielles 
jusqu'à  l'ordre  ;j.  inclusivement;  poiu- les  dérivées  d'ordres  supérieurs, 
on  prendra  les  différentielles  totales  de  l'équation  proposée  et,  à  partir 
des  ordres  p.  -l-  i ,  fj.  -l-  2,  . ..,  les  relations  que  l'on  en  déduira  |)ermet- 
tront  de  déterminer  les  dérivées  partielles  au  moyen  de  relations  du 
premier  degré,  comme  nous  l'avons  indiqué  à  l'occasion  des  équations 
aux  différences  partielles.  L'expression  (68)  donne,  d'après  cela,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  proposée;  elle  contient  'j.  fonctions  ar- 
l)ilraires,  lesquelles  peuvent  se  réduire  à 


constantes  ai'bitraires  au  plus,  valeurs  initiales  de  la  loiulioii  inconnue 
et  de  ses  dérivées  partielles. 

Il  est  inutile  d'ajouter  (jue,  pour  axoir  les  (lincreMccs  on  les  dérixées 
de  l'inconnue;,  on  pourra  disposer  de  la  Ibnclion  arbitraire  F  >-, en 
l'égalant  à  ccis  différencias  on  à  ces  dérivées,  ainsi  ([uc  nous  l'axons  déjà 
montré. 
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Ainsi,  d'après  ce  qui  précède,  non  seulement  on  conçoit  la  possibi- 
lité d'intégrer  toutes  sortes  d'équations  aux  différences  ou  aux  déri- 
vées partielles,  mais  encore  on  peut  toujours  effectuer  les  calculs  né- 
cessaires. I>e  seul  inconvénient  qui  pourra  se  présenter  sera  dû  à  la 
longueur  des  calculs,  et  l'on  se  rend  compte  que,  dans  bien  des  cas, 
il  sera  impossible  d'en  éviter  la  complication  ;  il  existe  évidemment  un 
nombre  de  simplifications  au  delà  ducjuel  on  ne  peut  en  introduire 
de  nouvelles.  Au  grand  nombre  d'opérations  rpril  faut  effectuer  suc- 
cessivement pour  obtenir  une  intégration  d'un  ordre  élevé  viendront 
s'ajouter  les  transformations  auxquelles  il  taudra  recourir  quand  les 
développements  ne  présenteront  pas  une  conNcrgence  suffisante.  Les 
moyens  à  employer  dans  ce  cas  sont  ceux  que  nous  avons  déjà  indiqués. 

Détermination  des  fondions  arbitraires.  —  Il  reste  encore  à  déter- 
miner les  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  a  bien  saisi  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  de  la  détermination  des  constantes  arbitraires,  on  voit 
qu'il  convient  de  prendre  enf*ore  pour  point  de  départ  le  svstème  des 
valeui's  initiales  des  diverses  cjuantités  \ariables  c|ui  entrent  dans  la 
question;  la  valeur  de  l'inconnue  v  se  réduit  alors  à  sa  \alein-  fonda- 
mentale H',  ce  cjui  produit  une  notable  simplification. 

Cependant  on  pourrait  être  conduit  à  opérer  autrement;  nous  avons 
déjà  traité  la  question.  Dans  l'cKemple  que  nous  allons  donner,  nous 
indiquerons  en  détail  la  marche  à  suivre,  le  cas  étant  assez  compliqué. 

En  donnant  donc  à  la  variable  principale  .r,  sa  valeur  initiale,  on  a, 
d'une  part,  l'expression  de  la  fonction  inconnue  au  moyen  des  fonc- 
tions arbitraires,  et  de  l'autre,  on  a,  d'après  le  problème  lui-même,  une 
fonction  des  variables  secondaires  x.,,  x.^,  ...  qui  est  donnée  par  l'état 
initial,  d'où  une  première  relation  entre  celte  fonction  et  l'expressicni 
initiale  de  la  fonction  inconnue.  On  obtiendra  ensuite  d'autres  rela- 
tions analogues,  en  nombre  sidflsant,  au  moyen  des  différences  on 
des  dérivées  de  la  fonction  inconnue  et  de  nouvelles  fonctions  qui  se- 
ront aussi  données  par  l'état  initial  de  ces  différences  ou  de  ces  dérivées. 
De  cette  manière  toutes  les  fonctions  arbitraires  seront  susceptibles 
«l'être  déterminées  au  moyen  d'équations  primitives,  c'est-à-dire  par  des 
équations  qui  ne  nécessitent  aucune  intégration,  ce  qui  est  visible  si 
l'on  se  reporte  à  la  forme  des  intf'grales  des  équations  linéaires  à  coef- 
ficients constants  qui  forment  généralement  les  équations  réduites. 
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Les  fonctions  arbitraires  une  fois  déterminées,  on  penl  effectuer  le 
calcul  des  valeurs  delà  fonction  inconnue  :  l'état  initial  est  choisi  pour 
fixer  les  valeurs  moyennes  des  variables;  mais,  si,  pour  calculer  des  va- 
leurs un  peu  éloignées  des  valeurs  moyennes  primitivement  consitlé- 
rées,  on  trouve  avantageux  de  changer  ces  valeurs  moyennes,  on  pren- 
dra, parmi  les  valeiu's  pour  lesquelles  la  fonction  inconnue  est  déjà 
calculée,  l'une  d'elles  choisie  convenablement,  laquelle  sera  prise  pour 
nouvelle  valeur  initiale  et  servira  alors  comme  nouvelle  valeur  moyenne 
après  avoir  déterminé  les  nouvelles  fonctions  arbitraires.  Il  est  bien 
clair  qu'en  opérant  ainsi  de  proche  en  proche  il  sera  possible  de  calculer 
toutes  les  valeurs  de  la  fonction  inconnue  que  l'on  voudra  déterminer. 

Poiu'  préciser  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  allons  intégrei" 
léquatioii  principale  d'un  problème  bien  connu,  celle  qui  représente 
le  mouvement  vibratoire  des  ondes  sonores,  en  prenant  pour  valeur 
fondamentale  la  solution  généralement  donnée  dans  les  Traités  de 
Mécanique.  Nous  croyons  cet  exemple  'très  propre  à  lever  lès  diffi- 
cultés qui  pourraient  se  présenter  dans  les  applications  des  nouveaux 
calculs. 

Sixième  kxemple.    —    Du  mouvement  vibratoire  des  fluides  élastiques. 

Equations  du  problème.  —  INous  allons  étal)lir  l'équation  des  mouve- 
ments vibratoires  des  fluides  élastiques,  en  suivant  la  marche  indiquée 
|)ar  M.  Resal  dans  son  Traité  de  Mécanique. 

Soient  p,  po  les  presssions  et  p,  pg  les  densité^  correspondantes  d'une 
même  masse  de  ga/.,  sous  des  volumes  différents;  soient  .r.  y,  z  les 
coordonnées  d'un  point  du  fluide  à  réjiocjue  /;  _/ la  fonction  des  vi- 
tesses dciinie  par  la  relation 

d/  —  u  d.r  -+-  c  dy  +  udz, 

ou  ;/,  c,  ir  sont  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  considéré,  c'esl- 

a-dire 

(tr  (Ir  <lz 

"=777'     ''  =  7/7'     "'=^77/- 
.Soit  enfin  U  le  polenliel,  dont   nous  n"aur()us  |)as  a   tenir  coiuplc, 


AIETHODES    GENERALES    EN     M  ATll  EM  \T1QI  tS.  >)) 

puisque  nous  suj)poseroiis  nulle  l'action  des  forces  extérieures;  on  a. 
pour  équation  ilu  niou\enient  des  fluides, 

(.)      ^=,u-4-.A4(;l)V(|/.(|r|. 

Dun  autre  côté,  eu  supposant  que  le  fluide  ne  reçoive  aucune  clia- 
leiH'  des  corps  environnants,  ou  ne  leur  en  comnnniiqiie  pas;  on  a 
entre  la  pression  et  la  densité  la  relation 


/>»  \?oJ 


c  et  c'  sont  les  chaleurs  spécifiques  à  pression  et  à  volume  constants. 
dont  le  rapport  est  sup|josé  constant  pour  un  même  gaz. 
Posons 

p  =  Po(i  +  7)' 

y  étant  la  condensation  positive  ou  négative;  en  introduisant  cette  nou- 
velle variable  dans  la  relation  précédente,  on  a 

ro 
puis  différentiant,  divisant  par  p  et  faisant 

il  vient 


En  éliminant  le  rapport  —  entre  les  équations  (y.)  et  i (i',  sans  tenir 


compte  de  U,  comme  nous  l'avons  dit,  on  obtient 

Si  l'on  désigne  par  £  une  variable  auxiliaire,  cette  relation  donni 


a- 

r/-; 

à\f 

d'-J     dj 

d\f     dj 

d\f    dj 

~ 

■■  m.  ~~ 

dl  d\ 

d.i  d\  d.c 

dyd\  dv 

dzd\  dz 
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en  prenanl  les  dérivées  par  rapport  à  cette  variable. 

Pour  simplifier,  représentons  le  second  mendire  de  celte  équation 
par  F  ç  ,  nous  aurons 

(7)  ;7^=-7^'+V       'F'=- 

Tsoiis  avons  encore  à  tenir  compte  dinie  relation,  celle  qui  exprime 
la  condition  de  coutiiiuité  du  fluide, 

.,  do  doit         dof         dow 

cette  relation  donne,  en  remplaçant  p  et  a.  c,  tr  par  leurs  valeurs, 
savoir,  pour  ces  dernières  : 

(if  àf  df 

f/j  dv  dz 

rA-  d-'   df         d'i  df         d--  df         ,  .,d'-f         d'i         d-f. 

dl         d.c  d.f         dv  dv         dz  dz         ^  '    \d.r-         dr-         dz-  J 

Nous  |)ouvons,  au  moven  de  la  relation  [y),  éliminer  les  dérivées 

-J-,  -=1,  -J-,  -—>  en  donnant  à  la  variable  auxiliaire  Ë  les  valeurs  succes- 
i/t     da-    dv    dz 

sives  l,  X,  y,  z;  on  obtiendra  ainsi 

S-'/d'f        (i-f        d-f\ 

^«-'t+7^'^      i^-^dP  +  d?)='''- 

Knfin,  nous  pouvons  encore  éliminer  la  fonction  i  ■+-  y.  Poin-  cela, 
en  intégrant  l'équation  (y),  après  avoir  fait  passer  la  variable  y  dans  le 
|)remier  membre,  si  Ion  fait  E  =  t,  on  obtient 
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la  constante  d'intégration  peut  être  supposée  contenue  dans  /,  c'est 
pourquoi  nous  n'en  tiendrons  pas  compte. 

L'équation  (e)  combinée  avec  la  précédente  donne  définitivement 

iF(,)+F(.)|  +  r(v)|.  +  F(  =  )|' 


f -;[(£)■ -(!)'-©']: 


X 


dx^         cl  Y'         d^' , 


d\f 

d\f    df 

à\f    df 

d\f    df 

dld\ 

dxdl.  dx 

dvdl  dv 

dzd\  dz 

en  n  oubliant  pas  cpie  la  fonction  F  (S)  est 

(çy        F(^ 

'B,  représentant  à  volonté  l'une  des  variables  t,  x,  y,  z. 

Les  deux  équations  du  problème  sont  (e)  et  {'(.)  avec  (Ç)';  /  et  7 
sont  les  deux  fonctions  inconnues,  et  /,  x,  y  et  :  sont  les  quatre  va- 
riables indépendantes. 

Remarquons  cependant  que  y  a'est  pas  la  véritable  inconnue.  Ottc 
inconnue  est  la  vitesse  V  d'une  molécule  gazeuse;  elle  a  avec  la  fonc- 
tion /une  relation  que  nous  allons  rappeler.  Le  système  des  équations 
simultanées  (a)  et  (s  )  t^st  tel  que  l'on  peut  intégrer  séparément,  d'abord, 
l'équation  (Ç)  par  rapport  à  /ou  V,  et  ensuite  résoudre  Téquation  [i] 
par  rapport  à  7. 

Autre  forme  des  équations  du  problème.  —  L  équation  [Çj  est  du  se- 
cond ordre  aux  dérivées  partielles  :  elle  doit  nous  occuper  particulière- 
ment; néanmoins,  comme  elle  est  susceptible  de  réductions  impor- 
tantes, nous  n'entreprendrons  pas  son  intégration  sous  la  forme  oii 
elle  se  présente  ici. 

Les  variables  a?,  y  et  :;  entrant  symétriquement  dans  l'équation  (Ç), 
on  peut  les  remplacer  par  leur  expression  en  fonction  du  rayon  vec- 
teur /-du  point  {x,y,  z)\  on  a,  en  effet, 


X-  -f- JK'  -I-  ='  =^  ''"      <-^l      ""  +  ''"  +  "'"  ~  V-  ; 

Joiiin.  <U-  MihIi.  (:','  sierie),  tome  IX.  -      Ociouiii-    if>6.i. 


43 
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d'où,  en  différentiant, 

X  dx  -i-  Y  dy  -i-  z  fiz  =  r  dr; 


et,  comme 
on  en  déduit 


d/^=  u  dx  -h  r  dy  +  w  dz. 


'IL 
dr 


On  peut  maintenant  calculer  les  dérivées  partielles  de  l'équation  ['C.)\ 
en  faisant  usage  des  variables  auxiliaires  £  et  H',  pour  .r,  y  et  r,  il 
vient 

<L-iLi 
d\         dr  /•' 

d\f   ^  jPf^  ]^ 
dl  di        dt  dr  r 

d\f  ^f/  ^  _^df_  r'-  -  'y  ^ 
(/:'-  dr-  r-  dr        r^ 


d'où  les  relations 


et  ensuite 


d\f    _  'f/'^  _  <Jf  '^ 
d\  de,'         dr-  r'-         dr  /■' 

iy-(l'-(i)' =(!)'• 

d-f  d'-f  d'-f  d'-f  2    df 

— - — h  — -  +  — -  =  — ^  H —  —  ; 
dx^         dy"^         dz-         dr-         r  dr 

^^~         dt-         dtdr  dr 


UuanI  aux  fonctions  F  (a;),  F(  y),  F(s),  on  a,  pour  l'inie  d'elles. 


'^y'^)—        dldr   r         \dr-  r-    ^  dr        r'      J  dr  r 

_  / 'Ll' .l'  _l.  'Jl  ''  - y''\  'M.  y. 

\dr-  /■-  "^  dr        /•'       I  dr  r 

-i'tl-l     I    df  r-^-z-^ylf  z 
\dr-  /■'-         dr       /•'       /  dr  r 
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ft  pour  les  autres  il  suffirait  de  changer  d'abord  x  en  y,  puis  x  en  s, 
dans  le  premier  ternie  seulement;  par  suite, 

dt'^  1  \\dx}   "^  KdY)^    '^  \dz)  \~  dt^  1  \dr)  ' 

En  réunissant  les  quantités  calculées  pour  l'équation  (Çj,  celle-ci 
devient 

dt-  "^  ^  dt  dr  dr  "^  dr-  \dr  j 
(juaut  à  l'équation  (s),  elle  devient 


(5)'  ^^ (1  +  7)'      +,77  + 


>f//- 


Telles  sont,  sous  une  seconde  forme,  les  deux  équations  du  pro- 
blème. 

Intégration  des  équations  du  problème.  —  i"  Détermination  des  va- 
leurs fondamentales.  —  L'équation  (5)  que  nous  allons  maintenant 
intégrer  ne  contient  que  deux  variables  indépendantes  t  et  r,  et 
l'inconnue  est/";  c'est  l'équation  que  nous  avons  généralement  repré- 
sentée par 

r{r)  =  o, 

en  mettant  /  à  la  place  de  y  et  de  même  4*  an  li^u  <^le  w  pour  \  a- 
leur  fondamentale,  puisque  w  représente  une  autre  quantité  dans  le 
problème  ([ui  nous  occupe,  et  aussi  <I>  ;ui  lieu  de  F.  nous  aurons  pour 
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expression  ibiKlaiiieiilale,  an  lieu  de  (6G)  ou  (68), 

l  "TTÎT .) 

dans  le  cas  présenl,  nous  passerions  de  l'inconnue  /'  à  la  vitesse  ^'  en 

faisant  <i>(/)  égal  à  'J-- 

Pour  déterminer  la  valeur  fondamentale  'j> ,  formons  1  éc|ualion  trans- 
formée de  la  manière  suivante,  ainsi  Cjue  nous  l'avons  déjà  expliqué  : 

'Il    .        \\    d\f    dj 


r    d\f  df      </■/.//•  Y 1 

y-  dtdr  dr  ^  dr-\dr)  J 
c 
c'  Va 


If         1  /(//■/-  I  \       ,  (d-f  2  df  \ 


nous  aurons  pour  érjuation  réduite,  en  faisant  oj  =  o, 

la  quantité  a^  est  celle  que  nous  avons  écrite  plus  haut  pour  -  ■^■ 

L'équation  (t)  est  du  second  ordre,  linéaire  et  aux  dérivées  par- 
tielles; c  est  à  cette  dernière  équation  approchée  que  parvient  Pois- 
son dans  son  Traité  de  Mécanùjue,  t.  II;  aussi  l'avons-nous  choisie  poiu' 
équation  réduite;  de  son  intégration  nous  déduirons  la  solution  géné- 
rale du  problème. 

Pour  justifier  la  réduction  cjue  nous  venons  d'opérer  sur  l'équa- 
tion (5)  en  vue  de  parvenir  à  l'équation  (t),  il  suffit  de  rappeler  la  ma- 
nière dont  on  établit  directement  cette  dernière.  On  admet  (jue,  dans 
les  mouvements  vibratoires  des  gaz,  la  vitesse  des  molécules  est  très 
faible,  jiar  suite  les  carrés  des  composantes  de  la  vitesse  f|ui  figurent 
dans  l'équation  (a.)  sont  nuls,  c'est-à-dire  que  l'on  a  très  sensiblement 


d\f  df       d:\f  (df 

dldr  dr         dr-  \dr 


h- 
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On  remplace  aussi  (i  +7)'^  par  ruiiité:  cette  quantité  en  diffère  or- 
dinairement peu,  parce  que  7  est  une  très  petite  quantité  et  que  l'expo- 
sant -  —  I  est  inférieur  à  ^  (pour  l'air,  il  est  o,  jif));  on  a  donc  très 
sensiljlement,  d'après  {S)', 


[f-j(|)']  = 


Il  résuite  de  ceci  que  la  valeur  fondamentale  ^  tiiffère  très  peu  de  la 
fonction  /,  inconnue  du  problème,  du  moins  dans  les  conditions  où 
l'on  étudie  habituellement  les  vibrations  de  lair,  par  conséquent  le 
développement  de  la  fonctiony doit  être  très  rapidement  convergent; 
il  suffira  donc  de  calculer  le  second  ternie  de  l'expression  (&  . 
L'équation  (t)  peut  s'écrire 


-+-  2 


(k-  \    (II-  dr 

SOUS  cette  forme  on  voit  que  le  second  membre  est  la  dérivée,  par  rap- 
port à  r,  de       .  '^  >  et  il  vient 

par  suite,  en  désignant  par  F,  et  Fj  deux  fonctions  arbitraires,  on  a, 
comme  cela  est  connu, 

(x)'  r'h  =  Y,{r-h  at)  +  ?.i{r— at); 

mais  il  importe  ici  de  déduire  cette  solution  des  formules  que  nous 
avons  données.  Prenons  t  pour  variable  principale  :  on  verrait  facile- 
ment, d'après  (86),  que  l'équation  caractéristique  correspondant  à 
l'équation  (x), 

C.,»2-  -r-  C,  »i  +  Co  =  o. 
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a  pour  coefficients 

C.,=  \,     C,  =  o,     C„  =  — a-(r./>)^; 

par  suite,  ses  racines  sont  égales  et  de  signes  contraires, 

m,  =  ahp,     m2=  —  aLp. 

Au  lieu  de  former  les  fonctions  Z,,  Z^  et  de  les  développer  ensuite,  il 
est  plus  simple  ici  de  développer  directement  les  exponentielles  comme 
on  le  ferait  pour  les  fonctions  Z;  on  a  ainsi 

g±mt_.  ç±al.  pC  ^  p±at ^ 

et,  par  suite, 

La  quantité  à  différentier  pour  le  premier  terme  entre  crochets  donne 

dp"  ' 

pour  le  second,  il  suffirait  de  changer  a  en  —a.  Comme  il  faut  faire 
ensuite  p  =  o,  il  est  nécessaire  que  at  soit  égal  à  o,  afin  que  l'expres- 
sion ne  soit  ni  nulle  ni  infinie  :  le  rapport 


est  alors  égal  à  l'unité,  et  l'on  a  pour  /•}  la  valeur  précédente  donnée 
par  {•/.)'.  Dans  la  théorie  des  faclorielles,  les  règles  applicables  aux 
exposants  entiers  sont  généralement  applicables  aux  exposants  non 
entiers,  comme  dans  le  cas  des  exponentielles. 

La  formation  des  fonctions  Z  est  aussi  très  simple,  bien  que  le  calcul 
de  la  fonction  r<^  par  ce  moyen  soit  un  peu  plus  long  que  le  précédent. 
On  a 

„   111^6'"'' — /«,e"'''       „    e'"'' — e'"'' 
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OU  bien,  en  mettant  +  m  et  —  m  au  lieu  de  m,  et  m^, 

Z,=  -(e'"'-he-'"'),      Z..=  -^(e'"'— e-""), 
autrement 

(A)  Z,  =  toô[atLp),     Z,=      \,[^j'    ■ 

On  pourrait  encore  obtenir  ce  résultat  d  une  autre  façon  en  exprimant 
les  fonctions  Z  au  moyen  des  fondions  aleph;  en  effet,  d'après  les  for- 
mules (qS),  (9^),  on  aurait 

Z,=  ,+N(2)-^4-N;4)^+---. 

d'après  les  formules  (49)  et  (49)'.  ou  (83)  et  (83)',  on  aurait  encore 

X(i)  =  o,     N(2)=a^(L/7)^     X(3)  =  o,     }K[^)  =  a' [Lp)\      .... 

ce  qui  donne 

Z,  =  I  +  a'ihpf  ^  +  a\l.py  ^  +•  •  •> 

Z2  =  Y  +  ar[hp)-  ^  ^  a^-LpY  ^,A 

On  voit  que  ces  deux  séries  représentent  le  cosinus  hyperbolique  et 
le  sinus  liyperbolique  divisé  par  a\.p,  trouvés  jilus  haut,  (1).  D'après 
cela,  nous  obtenons  pour  la  fonction  rij/  l'expression 

Il  reste  à  calculer  les  dérivées  des  cosinus  et  sinus  hyperboliques  ;  par 
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exemple,  pour  le  cosinus,  on  a  une  expression  de  la  forme 


dp"  L\      ;  -V     .  -v  ■    -J         /j» 


fl'5 


-[k,{atr-^  +  k,{atr-^  +  k,{atr--'  +  ...Y-^^ , 

X,.  Xo.  Aj,  .  . .  sont  des  coefficients  numériques  que  l'on  déterminerait 
au  moyen  des  formules  (96),  (96)',  (96)",  à  moins  que  l'on  n'en  aper- 
çoive directement  la  formation,  ce  qui  est  facile.  TNous  indiquons 
j)ar  siii  et  cds  superposés  que  la  fonction  est  un  sinus  ou  un  cosinus, 

ou  inversement.  Or,  si  />  =  o,  il  vient  I.^=  —  co  ,  "    (atl^p)  tend  vers 

±  !;€  ""-P  ou  ±  r,p'"\  et  "'"(alLp)  tend  vers  q=  ^e"""''ou  qz  ^p'",  ce  qui 
donne,  pour  l'expression  précédente, 

zh  i  [{atf-hk,  [alf-^  +  kJatY--  +  .. .]  Ç- 

D'après  la  formation  des  coefficients  /■,  le  développement  entre  crochets 
n'est  autre  que  la  factorielle 

[at  ->r  a  —  i){al  -^  r:  —  2  t. .  .rt/  =  af'^  ; 

ainsi,  quand /7  tend  vers  zéro, 

I     d'coialLfj 

tend  vers 

—  2     l'ti     77' 

et.  comme  cette  expression  a  lieu  quel  que  soit  g,  elle  ne  sera  ni  indle 
ni  infinie  si  cr  =  at.  On  a  donc  ±  '-F,  (/•  +  rt/l  pour  la  |)remièr('"parlie 
de  la  somme  com])osant  la  fonction  r<^  ;  on  ])eut  rei;arder  le  roelfi- 
cient  ±  ^  connue  appartenant  à  la  fonction  arbitraire  i'",.  Mn  o|)eranl 
d'une  manière  analogue  pour  la  seconde  partie  de  la  même  sonune,  on 
aboutirait  délinitivcment  a  l'expression  (  x  )'  déjà  trouvée. 
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2"  Détermination  des  quantités  qui  cnlient  dans  l'intégrale  générale. 
—  La  fonction  (|/  étant  déterminée,  il  reste  à  calculer  la  fonction  /.  on 

plutôt  la  dérivée  -j-.  =  V.  Partant  de 


'-[^,{r-\  at)  +  'e^[r-al)] 


et  faisant 

w 

on  a 


cR^  _Y       cl^ 


(V)    Ç=-\-^^. -  +  ^^~à^. \-^^.r^-at  +\^j--at)\, 

('')  ''  =  l\ -dt '-Jt J; 

,        1  .    •     .       tr.      d-X.     dr,     d-  T,     d^         dr,      d-  -  d-  r,       d-  c,  d-t      .    , 

les  dérivées  —-,  —,  -j-,  -r— >  -^  =  -t->  -j—  =  -j—r-,  -rr  —  -77-r  ■''  ob- 
dr     dr-     dt      dl-      dt         dr     dl-         dtdr     di-         dtdr 

tiendraient  aisément.  Ensuite,  la  fonction  que  nous  avons  généralement 

notée  par  g((v),  et  qui  est  ici  y('|).  deviendra,  en  écrivant  l'équation 

réduite    sous    la   forme 


dr,  ,  [dl 


dr,  dr,  ^  dl  .^„         I  a  \  ('  '  ;-•>  \  ''''• 


?(^)  =  ^  +  ^5-r^  +  ^-^-  +  (y-V(* 

Posons,  pour  abréger, 
la  fonction  précédente  devient,  en  vertu  de  (v)  et  (v)', 

Juurn.  de  Math.  (3'  série),  tome  1\.  —  Octobbe  i8S3.  'M 
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et,  par  suite. 


"'     dl     ~  dtdl 


Au  moyen  de  ces  quantités  on  peut  calculer  la  fonction  $'/)  de  (j),  en 
réduisant  le  développement  aux  deux  premiers  termes,  savoir  : 

\     d-i^    ) 
et  l'on  a 

rf4-    /  ~  V    ''<    /  ^        \    dr    y  ^  -  r,Ç  L\    '^i    /  ^       V    '/'■    /    J  ' 
d'oii,  pour  $  y    ^ y. 


Si  l'on  fait  encore 


n/)  =  %  =  y. 


dl 


r)=è[(i)^-(§)"]^ 


il  vient  donc,  pour  la  fonction  cherchée  V, 


%^Af> 


'"''*' m? -r-S^^" 
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Quant  à  la  condensation  y,  en  mettant  les  dérivées  de  <\i  k  la  place  de 
celles  de  /dans  l'équation  {ô)',  et  appelant  s  la  quantité  que  l'on  ob- 
tient alors  au  lieu  de  y,  et  qui  sera  la  valeur  fondamentale  de  cette 
dernière  quantité,  on  obtient 


—  I , 


en  faisant,  pour  simplifiei-. 


D'après  un  calcul  connu,  on  trouverait  l'expression  plus  simple 


que  l'on  pourrait  prendre  également  poiu-  valeur  fondamentale. 
On  a  enfin,  comme  i\  est  facile  de  le  voir,  par  (7    ou  {a)\ 


rt=  (  n-  s  y" 

Les  deux  quantités  V  et  7  qu'il  s'agissait  de  calculer  sont  ainsi  données 
par  (p)  et  (p)'. 

3"  Détermination  des  fonctions  arbitraires.  —  En  dernier  lieu,  nous 
avons  à  déterminer  les  fonctions  arbitraires.  Si  tout  est  symétrique  par 
rapport  à  l'origine,  c'est-à-dire  par  rapport  au  centre  d'ébranlement, 
celui  ci  devant  rester  immobile,  il  faut  que  les  quantités/et  Y  soient 
ludles  pour  r=  o,  ce  qui  donne,  d'après  (ot)  et  (p),  * 


poui'  /■  =^  O. 
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On  a  ainsi  denx  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions 
arbitraires  F,  et  F.,  qui  sont  impliquées  dans  la  fonction  l  et,  par  suite, 
dans?;  et  'C.  En  outre,  les  valeurs  initiales  sont  données  pour  /=  o; 
on  a  donc 

(t)  V„  =  T.  (r),     7„  =  ^'-.(r). 

Puisque  les  fonctions  ^  ,(/')  et  ^;,(r)sont  données,  ces  deux  condi- 
tions déterminent  complètement  les  fonctions  arbitraires  F,  et  Fo.  Mais 
ici  nous  ne  trouvons  pas  le  cas  ordinaire  dont  nous  avons  parlé  :  les 
valeurs  initiales  ne  correspondent  pas  aux  valeurs  moyennes  adoptées, 
parce  que  nous  avons  voulu  utiliser,  comme  équation  réduite,  mie 
équation  déterminée  («).  Les  valeurs  moyennes  dont  nous  avons  fait 
usage  se  présentaient  d'ailleurs  naturellement.  De  là  résulte  que  la 
fonction  inconnue  ne  se  réduit  pas  à  la  valeur  fondamentale  lorsque 
l'on  donne  aux  variables  les  valeurs  qui  correspondent  à  l'état  initial. 

La  détermination  des  fonctions  arbitraires  exige  alors  la  résolution 
d'un  système  d'écpiations  simultanées  qui  est,  d'après  {p)  et  (js')  et  (ç). 


dt  j^'^y  dr 


-, -s 


Les  inconnues  F,,  Fj  sont  comprises  dans  les  fonctions  ^'c  'îo»  ^o 
et  5o-  La  résolution  de  ce  système,  quoique  compliquée,  est  possible, 
comme  nous  le  montrerons  plus  loin  ;  il  suffit  pour  l'instant  d'ob- 
server que,  par  l'application  de  la  méthode  secondaire,  les  fonc- 
tions F,  et  Fo,  exprimées  au  moyen  des  fonctions  U",  et  '1  "o,  exigeront 
la  connaissance  de  premières  valeiu'S  approchées  qui  seront  leiu-s  va- 
leurs fondamentales. 

Soient  i,  et  i,  les  valeurs  fondamentales  de  F,  et  de  V .,  ([ue  nous 
déterminerons  en  substituant  Çp  et  s^  à  V„  et  y^  dans  (.;);  on  a,  d'après 
un  calcul  de  Poisson,  en  tenant  compte  île   (v),  (v)'  et  io-',  puis  en- 


i^r 
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remplaçant  F  par -i  et  faisant  t  =  o  après  les  dérivations, 

La  seconde  relation  pent  s'écrire 

,    ,  dff,(r)         dff.ir) 

et,  intégrant,  il  vient 

(<p),  j'r^'^[r)=~ê,[r)+S,{r); 

qnant  à  la  première,  elle  donne  par  intégration 

tl'où 

11  n'est  pas  nécessaire  de  tenir  compte  ici  des  constantes  d'inte- 
gration.  (<p),  (?),,  {<?)'  et  (?)',  donnent  alors 

2J,{r)  =  r  /V,  (r)  t?/-  ^frW,i- dr. 

Nous  avons  de  cette  manière  les  valeurs  fondamentales  f.,  i,  des 
deux  fonctions  arbitraires  F. ,  F„  ainsi  que  leurs  demees. 

On  peut  maintenant  résoudre  par  rapport  à  F  et  F,  le  système  des 
deux  équations  simultanées  (x)  et  déterminer  les  fonctions  arb.tranes. 
comme  nous  l'indiquerons  plus  loin. 
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Nous  pouvons  donc  considérer  comme  achevée  dés  à  présent  l'inté- 
gration complète  des  équations  (5)  et  (9'),  la  première  étant  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  coefficients  variables 
qui  jusqu'à  présent  avait  résisté  aux  méthodes  ordinaires.  En  effet, 
nous  devions  appliquer  l'expression  fondamentale  (68)  ou  (Sr);  pour 
(  ela,  choisissant  une  fonction  qui  donnait  déjà  pour  la  vitesse  V  la  so- 
lution d'une  manière  très  approchée,  nous  avons  calculé  les  éléments 
constituant  le  second  terme  de  l'expression  (Sr),  de  sorte  que  nous  pour- 
rions encore,  sans  rencontrer  d'autres  difficultés  que  la  longueur  des 
calculs,  obtenir  successivement  les  autres  termes  de  cette  expression. 
Nous  aurions  ainsi,  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  pourrait 
le  désirer,  les  valeurs  de  la  fonction  inconnue  sans  omettre  ou  restreindre 
aucune  des  conditions  du  problème.  C'est  là  un  desideratum  que  l'on 
devait  s'efforcer  d'obtenir,  car  les  fonctions  cherchées  étant,  par  la 
nature  de  la  question,  des  fonctions  transcendantes,  nous  ne  pouvons 
espérer  les  connaître  que  par  une  suite  successive  et  indéfinie  d'ap- 
proximations. 

La  forme  technique  de  la  solution  que  nous  a\ons  obtenue  ne  se 
prête  pas  aussi  facilement  à  une  discussion  qu'une  forme  purement 
théorique;  cependant  il  est  possible  de  reconnaître  la  propagation 
uniforme  du  mouvement  ondulatoire. 

Néanmoins,  si  l'on  rencontrait  des  résultats  qui  paraissent  être  en 
contradiction  avec  des  faits  reconnus,  on  ne  devrait  pas  conclure  que 
le  système  d'intégration  soit  en  défaut.  Par  exemple,  on  a  obser\é 
dernièrement  que  les  ondes  sonores,  produites  dans  certaines  conditions 
au  moyen  d'étincelles  électriques,  se  propagent  avec  luie  vitesse  plus 
grande,  près  du  centre  d'ébranlement,  qu'un  peu  au  delà.  Il  est  visible 
que  la  solution,  telle  que  nous  l'avons  obtenue,  ne  peut  rendre  compte 
d'un  pareil  fait,  car  les  équations  (5),  (S')  supposent  qu'il  n'v  a  pas 
propagation  de  chaleur,  tandis  que  la  chaleur  produite  par  l'étincelle 
au  centre  d'ébranlement  doit  forcément  se  propager  ilans  les  couches 
voisines. 

D'ailleiu's  la  supposition  d'un  rapport  sensiblement  constant  pour 
les  chaleurs  spécifiques,  bien  que  vérifiée  dans  les  limites  étendues 
de  température,  ne  serait  plus  admissible  dans  ce  cas,  à  cause  de 
la  lemj)érature  extrême  qui  est  dévelojipée  par  l'étincelle;  on  se  trouve 
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bien  au  delà  des  limites  pour  lesquelles  la  constance  du   rapport  -,  a 

été  reconnue.  De  plus,  si  l'on  se  rejjortait  à  la  criticpie  très  juste  de 
Wronski,  critique  que  l'on  ti'ouveà  la  fin  de  son  Ouvrage  des  A'oj/t'eflua 
systèmes  de  machines  à  vapeur,  on  verrait  que  les  deux  chaleurs 
spécifiques  c  et  c'  dépendent  de  quantités  de  chaleur  essentiellement 
différentes  que  l'on  confond  encore  communément;  d'où  il  résulte  que 
la  relation  (a')  est  non  seulement  empirique,  mais  encore  fausse  en 
principe;  cette  erreur  se  transmet  nécessairement  dans  le  résultat  de 
l'intégration,  mais  il  est  clair  qu'elle  ne  fausse  pas  l'intégration  même, 
question  de  calcul  qui  seule  doit  nous  occuper  ici. 

L'exemple  traité  nous  a  paru  très  propre  à  faire  saisir  l'esprit  de  la 
méthode  de  Wronski;  il  montre  de  quelle  manière,  à  l'avenir,  on 
pourra  utiliser  les  solutions  approchées  dont  on  a  dû  se  contenter  dans 
la  plupart  des  cas,  pour  en  déduire  les  solutions  complètes  de  probli  mt  s 
que  l'on  pouvait  croire  presque  insolubles. 


RÉSOLDTION     ET    INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    SIMULTANEES. 

Nous  venons  de  donner  l'intégration  des  équations  aux  différences 
ou  aux  différentielles  partielles  à  coefficients  quelconques;  il  nous 
reste,  pour  compléter  l'exposition  de  la  méthode,  à  considérer  le  cas 
plus  général  où  les  équations  à  résoudre  ou  à  intégrer  forment  des 
systèmes  d'équations  simultanées. 

Soient  y,,  9.,  9,,  ..  ,  o,„,  m  fonctions  de  n  quantités  }-,,  .}-o,  Vj,  ..., 
Vx considérées  comme  inconnues,  de  v  quantités  données  j?,,  a?.,  cc^,  ..., 
.r^,  pouvant  varier  à  volonté,  et  d'un  nombre  quelconque  de  quantités 
constantes  que  nous  ne  désignons  pas. 

Soient  de  plus  m  relations  qui  forment  les  équations  du  problème 
et  que  nous  écrirons 

'fi  [Yi^y-i .xx)  =  "' 

9,(7,,  V„,  ....  .V).)  =  0, 


?/«(.■»',.  Vo.   ...,  J).  I  =  o. 

D'après  ces  relations,  les  inconnues  étant  fonctions  des  variables 
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indépemlantes  et  des  quantités  constantes  sont  aussi  fonctions  les  unes 
lies  autres;  cette  remarque  est  essentielle  pour  ce  qui  ^a  suivre. 

Nous  avons  admis  que  le  nombre  des  relations  pouvait  différer  de 
celui  des  inconnues  :  si  ).>/«,  X  —  m  inconnues  ne  peuvent  être 
déterminées,  et  si  X  <  /«,  il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que 
m  —  1  relations  rentrent  dans  les  X  autres.  Ainsi,  pour  satisfaire  généra- 
lement au  problème,  il  faut  dans  le  premier  cas,  1  >  m,  que  X  —  m 
quantités  inconnues  r  soient  assimilées  aux  quantités  variables  indé- 
pendantes X,  et  dans  le  deuxième  cas,  ).  <  m,  que  m  —  1  équations 
soient  considérées  comme  superflues,  à  moins  que  m  —  1  quantités  a- 
supposées  indépendantes  puissent  recevoir  des  déterminations  de  la 
même  manière  que  les  inconnues.  Nous  pouvons  donc  supposer  le 
nombre  des  inconnues  égal  au  nombre  des  équations  et  celles-ci 
entièrement  distinctes;  nousaurons  alors,  au  lieu  du  svslème  d'équations 
précédent,  le  système 

(loo)                               )9.(7..v„...,j,,)=o, 
i   ' 

On  peut  admettre  que  certaines  inconnues  n'entrent  pas  dans  toutes 
les  équations. 

Il  faut  remarquer  que  nous  ne  considérons  ici  que  les  équations 
prises  en  elles-mêmes,  c'est-à-dire,  abstraction  faite  des  problèmes 
possibles  dont  elles  ne  sont  que  la  traduction  ;  aussi,  en  vue  du  cas 
ordinaire  de  la  pratique,  où  les  inconnues  sont  généralement  suscep- 
tibles d'être  déterminées,  devions-nous  prendre  un  nombre  déquations 
égal  à  celui  des  inconnues. 

Cela  posé,  dans  le  cas  d'équations  qui  contiennent  des  différences  ou 
des  différentielles  des  inconnues,  il  v  a  toujours  au  moins  une  quantité 
•r  variable  indépendante  qui  se  trouve  être  ainsi  variable  commune; 
mais,  dans  le  cas  d'équations  primitives,  c'est-à-dire,  d'équations  dans 
lesquelles  les  différences  ou  les  différentielles  des  inconnues  n'entrent 
pas,  il  n'existe  pas  de  variable  connnune,  ou  plutôt  on  ne  considère 
|>as,  dans  la  résolution,  les  variations  des  quantités  indépendantes 
qui  peuvent  exister;  ces  quantités  sont  ordinairement  traitées  comme 
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(les  cniistaiifes.  Dans  la  méthode  présente,  il  convient  tle  Unir  coniplc 
(l'une  variable  commune  pour  exprimer  les  dérivées  des  inconnues  (|ni 
entrent  dans  l'expression  fondamentale.  Si  les  équations  ne  contiennent 
pas  une  quantité  cjui  soit  naturellement  désignée  pour  cet  ol)jet,  on 
pourra  prendre,  pour  en  tenir  lieu,  une  quantité  qui  entre  à  la  fois 
dans  toutes  les  équations,  l'une  des  inconnues  par  exemple;  ou  bien, 
ou  introduira  convenablement  dans  toutes  les  équations  une  quan- 
tité arbitraire  en  facteur  ou  en  exposant,  comme  nous  l'avons  fait 
pour  la  quantité  w  dans  la  formation  des  équations  réduites.  Il  est 
clair,  à  cause  de  la  dépendance  de  toutes  les  quantités,  (jue  cette  ma- 
nière d'opérer  ne  doit  rien  changer  au  résultat  définitif,  pourvu  que 
l'on  donne  à  la  variable  commune,  après  les  opérations  eff(>ctuées,  la 
valeur  qu'elle  a  dans  les  équations  proposées. 

Maintenant,  dans  le  cas  d'équations  primitives  à  résoudre,  poiu' 
déterminer  l'une  des  inconnues  y^,  ou  mieux  une  fonction  donnée 
F(v5()de  cette  inconnue,  laquellereprésentera.  pour  abréger,  la  fonction 

F(y,,  V,,  ...,ra,  ...,  V).), 

puisque  nous  su|)posons  par  les  relations  (roo  que  v,.  v^,  ■■  •,.!'>  sont 
des  fonctions  de  )  i,  nous  choisirons  1  une  des  équations  du  svstéme 

(loi)  ??(jl..>'2.    •••,Va K>.)  =  0, 

qui  paraîtra  la  plus  favorable  pour  cet  objet;  autrement  l'une  quel- 
conque des  équations  pourrait  convenir.  En  considérant  les  iik onnues 
antres  que  r^  comme  fonctions  de  cette  inconnue  pai'ticuliere.  ll()ll^ 
pouNons  écrire  ainsi  ré(|uation    loi 

J02  Ç5p(  Va)  =  o. 

pour  nous  conformer  aux  notations  précédentes,  et  l'expression  fon- 
damentale donne 

(fcv.)  =  f(.^.)-?„(«^,)^^j 

'  ^rj.ni^^h--' [,/.,(.,.,)]■ •••• 

Joiir/i.  ,1e  M,iCli.(V  soii.'i.  lome  IX.  —  Ocioimt  i.SSS.  •■I  J 
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D'après  ce  qui  a  été  dit,  w^  est  une  fonction  généralement  qiielcon(/iie 
de  ia  variable  indépendante,  mais  pratiquement  cette  fonction  doit 
être  aussi  rapprochée  que  possible  de  l'inconnue  y^  pour  que  l'ex- 
pression précédente  soit  suffisamment  convergente.  Nous  a\(»ns  fait 
voir  que  cette  fonction  »\  se  déduisait  ordinairement  d'équations 
réduites;  nous  y  reviendrons  tout  à  l'heure. 

Les  différentielles  des  fonctions  F  et  03  sont  prises  par  rapport  a 
l'inconnue  r„,  à  laquelle  on  substitue  ensuite  sa  valeur  fondamentale 
iVa.  Il  faut  tenir  compte,  dans  le  calcul  de  ces  différentielles,  de  ce  que 
les  autres  inconnues  sont  fonctions  de  l'inconniie  particulière  v^  j>ar 
l'intermédiaire  de  la  variable  commune  r;  on  voit  ainsi  l'utilité  de  cette 
variable  connnune. 

Prenant  donc  les  dérivées  des  fonctions  I'"  et  0;^  ])ar  rapport  à  .r, 
l'expression  |>récédente  devient 

17  T-  /  V         </l' 


^/  ??("•»)' 


r,.   f.r,  M 2   \      «^'■^      /V      ^^''      /•         V      f^-^'- 


dx 


Nous  indicpions  par  îles  parenthèses  cpie  les  dérixées  des  (onctions 
F  et  (pp  sontprises  seulement  par  rapport  à  l'inconnue  Vat't  par  rapport 
à  y,,,)'2-  •■•;  7)11  fonctions  de  cette  dernière  quantité. 

L'expression(io3)est  aussiapplicableaux  équations  qui  contiennent 
des  différences  ou  des  différentielles  des  inconnues;  mais,  s  il  v  avait 
«les  différences  ou  des  diflerentielles partielles,  il  (onv  it-ndrait de  trans- 
former l'expression  (io3)  et  de  la  mettre  sons  la  même  forme  (pie 
l'expression  (68). 

Calcul  des  dérivées.  —  Le  calcul  des  dérivées  ([ni  entrent  <lans  (io3) 
exige,  connue  nous  ACnons  de  le  dire,  la  connaissance  des  dèi'ixées 
suivantes  : 

•■-     etc. 


dy, 

d)\ 

dy. 

d-y, 

d\y. 

d-y 

dyj 

dy,' 

c/l-,  ' 

dyl  ' 

dyî  ' 

'      dy\ 
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t't  se  ramène  à  la  détermination  des  dérivées  de  toutes  les  inconnues 
par  rapport  à  la  variable  commune  x. 

Ces  dérivées  s'obtiendront  généralement  au  moven  des  dérivées  to- 
tales des  équations  proposées,  lesquelles  présenteront  un  système 
d'éciuations  du  premier  degré  par  rapport  aux  quantités  cherchées,  d'oii 
l'on  déduira  facilement  les  dérivées  en  question. 

Ainsi,  en  reprenant  l'équation  (  i  oi  )  ou  (  i  o2\  supposée  primitive,  que 
nous  écrirons  pour  simplifier  o  ^  o,  et  en  indiquant  par  des  indices 
correspondant  aux  variables  le  résultat  de  la  différentiation  effectuée 
sur  la  fonction  o,  une  première  différentiation  donne 

s„  dx  +  'f ,  f()',  -f-  (^■,  dvn  4- . . .  -^-  '^)/(V).  =  o, 

ou,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x, 

^  dv.  dv,  dy-,. 

En  opérant  de  même  sur  les  autres  équations  proposées,  nous  aurions 
>,  _  I  autres  équations  de  même  forme  que  (io5),  cest-à-dire  du 
premier  degré  par  rapport  aux  dérivées  cherchées,  lesquelleeavec  io5  ) 
permettraient  de  déterminer  les  dérivées  du  premier  ordre  des  in- 
connues. Le  véritable  motif  d'introduction  de  la  variable  auxiliaire  .» 
se  voit  ici  clairement. 

Une  seconde  dérivation  donne  un  second  système  de  '/.  équations  de 
la  forme 

dv, 

9o,o  +  ?,.o^+- 


dy. 

(>o„ 

,    +?..! 

'  d.v     ^■■■ 

+   ?)..! 

dy-t.\ 

'  dx  1 

djA 
d.r 

(90.),  +  ?. 

dy 

'    "^••■ 

)  d.z 

-f-?' 

7'^ 

d.t- 

'  -  d.v- 

■ . .  .-\- 

d-\ 

l>. 

Les  dérivées  premières  étant  su|)posées  déjà  déterminées,  l'ensemble 
des  termes  ou  elles  entrent  peut  élre  leprésenté  par  <I),  ce  qui  réduit 
l'équation  précédente  a 

d'y,  d-y.,  ,         d^yi 
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Cette  équation  avec  À  —  i  autres  que  l'on  obtiendrait  de  la  même 
manière  forment  un  système  d'équations  du  premiei-  degré  par  lap- 
port  aux  dérivées  secondes  des  inconnues  d'où  il  est  facile  de  déiluire 
ces  quantités. 

Les  dérivées  des  ordres  supérieurs  s'obtiendraient  en  suivant  le  même 
procédé.  Après  ces  opérations  effectuées,  on  change  y,, y.,,  ...  en  ir,, 
(P.,,  . . .  poiu"  composer  l'expression  (^loS),. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  système  des  équa- 
tions conjointes  (loo)  était  formé  d'équations  primitives;  mais,  si  ces 
équations  contenaient  des  différences  ou  des  différentielles  des  incon- 
nues, il  suffirait  de  considérer  ces  différences  ou  ces  différentielles 
comme  des  fonctions  des  valeurs  fondamentales  «^,,  w.,,  ...,  iv^,  et 
d'appliquer  le  procédé  indiqué  pour  les  écjuations  primitives;  on  con- 
sidérerait aussi  les  inconnues  comme  fonctions  de  l'une  d'entre  elles 
dans  chacune  des  équations  du  système. 

Si  l'on  a  deux  écjuations  différentielles,  réduites  au  premier  ordre 
pour  plus  de  simplicité,  de  la  forme  suivante  : 

-H  A  -f-  -i-^  B  -1-  C  =  o, 

ou  A,  B,  C  peuvent  être  des  fonctions  de  y,,  1.,,  ^-^;  -^  etx,  on  aura, 
en  différentiant, 

/  c/X\  idyt 
\dyj  \d.r 


'dC\        r/V/.\\        /rfG\"1  «^)-,        r/V/B\        /dC\\  dy, 
d?)  +  I  [dJ-]  +  [d7j\  ZF  +  [{m)  +  fejj  Z? 

V  a  >',  /  I  rtx   dx         \"/2/  \  da-  j  dx-  dx- 


En  remplaçant  les  inconnues  v,,  v..  ainsi  que  -j-^^  —^  i)ar  leurs  va- 

1  <■      1  II  .-.^  •  ^"'1    '/"'■>  1 

leurs  londamentales,  les  quantités  w,,  u'.,,  -7— j  -^  seront  connues  :  u 
'  dx      dx 

ne  restera  dans  cette  éciuation  que  les  deux  dérivées  inconnues  —^1 

dx- 

,';  au  premier  degré  seulement.  Une  seconde  écpiation  semblable, 

provenant  de  la  seconde  ê([uatiou  proposée,  (jnc  nous  n'avons  pas 
écrite,  peimettrait d'obtenir  ces  deux  dérivées  secondes  par  la  résolu- 
tion d'équations  du  premier  degré. 
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Les  dérivées  d'ordres  supérieurs  s  obtiendraient  par  le  luènie  mo\eii 
en  différentiant  encore  les  mêmes  équations. 

Si  l'on  a  deux  équations  aux  différences  finies  de  la  forme 

Ay,  A  +  Av,,B  +  C  =  o, 

oii  A ,  B,  C  peuvent  être  des  fonctions  de  y, ,  y.,,  ày, ,  ày.^  et  x  (nous  ne 
considérons  encore  que  le  premier  ordre  pour  plus  de  simplicité),  on 
oljlient,  en  tlifférentiant, 

/A 


^'•■(S) 


(Le 

^A  +  Aj, 

D- 

d\y 
d.r 

-B4- 

■m 

Aj, 

m- 

^y-. 

fclB 

;)- 

1       d.r 

Ay, 

^m- 

^y■. 

1  dB 

:)- 

fdC 
\  dy. 

.1      d.v 

En  remplaçant  les  inconnues  y,,  yo-  ainsi  cpie  Ay,,  A>.,,  par  leurs 
valeurs  fondamentales,  les  quantités  w,,  (i\,.°A(r,,  Aw-^  seront  connues  : 

.1  1  ,  ■  111.-.        di\\     di\', 

il  ne  restera  dans  cette  équation  que  les  lieux  dérivées  -r-^i  -7-f  au  pre 

mier  degré  seulement  (' j.  Une  équation  semblable,  déduite  de  la  se- 
conde équation  proposée  que  nous  n'avons  pas  écrite,  permettrait  de 
déterminer  les  dérivées  cherchées  par  un  svstème  d'équations  linéaires. 
I^es  déri\ées  d'ordres  supérieurs  s'obtiendraient  encore  facilement. 

S'il  s'agissait  d'équations  aux  différences  ou  aux  différentielles  [)ar- 
tielles,  on  calculerait  par  le  même  moyen  les  dérivées  partielles  c|ui 
entrent  dans  l'expression  fondamentale,  celle-ci  prenant  la  forme  (68). 

Ainsi,  pour  deux  équations  différentielles  de  la  forme 

rt.r,  du-i  dXi  ax-2 

ail  A,  B,  C.  1),  E  peuvent  être  des  fonctions  de  )',.  yn,^»  -y^  -  ^j 


(')  Les  dérivées  des  difTérences  Atv  étant  suljslituées  aux  dérivées  de  Av.  et  Au- 
étant  une  fonction  de  .r,  d'après  la  valeur  fondamentale  u',  nous  avons  considéré 
Ay  comme  une  fonction  immédiate  de  x  dans  la  relation  précédente. 
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'-j— ^  '  ïi  et  X.,,  on  prendrait  la  différenlielle  totale  du  premier  membre 

(i.i .,  '  ' 

(le  l'équation;  puis,  remplaçant  les  différentielles  dey,  et  y^  par  leurs 
expressions  considérées  comme  fonctions  de  x,  et  x.^,  savoir 

•  '  d.i\  dau 

f/v^,   =  -j-^dXf    H — ~ax.,, 

d-Yt  =  -^—  "■^■;  +  2  - — ^-^-  fte,  dx.,  H — 7-^  r/.r,-. 
rtj'j  '  d.r^dx:,  -        (1,1-         - 

jo  <l-  )  .,     ,    .,  C/-  Vj        ,         ,  ,     (/-  )■.,     ,    ., 

a'  V.,  =  —r—T  dx,  +  2-; — ■—. —  dx.  dx.,  H — r^  rte... 

•  -         a.r-^         '  dx^dx-,  '        d.i- 

et  ainsi  de  suite,  la  différentielle  totale  égalée  à  zéro  se  partagerait,  a 
cause  de  l'indépendance  des  variables  x,  et  x.,,  en  aiUant  d'équations 
(ju'il  est  nécessaire  d'en  avoir  pour  déterminer  les  dérivées  partielles 
du  second  ordre  des  mêmes  inconnues,  en  tenant  com|)te  toutefois  de 
la  seconde  équation  simultanée  non  écrite.  Remplaçant  ensuite  les  in- 
connues y,,   Vo  «t  leurs  premières  dérivées  par  leurs  valeiu's  fontla- 

mentales,  il  ne  resterait  plus,  dans  les  équations  dont  il  s'agit,  (|ue  les 

, ,  .    ,  .  ,,       ,  ,        ,      (f'it'i    d-iv, 

dérivées  partielles  du  second  ordre    .  .,  ?    ,  ,  >  ■••  entiant  au  prenncr 
'  dx]      d.r]  ' 

degré;  ces  dernières  dérivées  s'en  déduiraient  facilement. 

Enfin,  si  l'on  avait  des  équations  simultanées  aux  différences  par- 
tielles, on  opérerait  d'inie  manière  tout  à  fait  sendjlable  pour  obteini' 
les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ou  des  ordres  suj)éri('urs  «pii 
entrent  dans  l'expression  fondamentale  (68). 

En  résumé,  les  dérivées  des  inconnues,  dont  on  a  besoin  pour  former 
l'expression  fondamentale  de  la  fonction  chercbée,  peuvent  tlans  tous 
les  cas  être  obtenues  par  la  résolution  de  systèmes  d'équations  linéaires. 
Il  faudra  généralement  recourir  à  cette  résolution;  car,  bien  (pie  les 
dérivées  dont  il  s'agit  puissent  être  déduites  des  valeurs  fondamentales, 
celles-ci  pourraient  conduire  à  des  résultats  s'écartant  beaucoup  des 
valeurs  véritables,  et  la  convergence  de  l'expression  fondariientale 
serait  difficile  à  obtenir. 

Détermination  des  valeurs  fondamentales  et  des  quantités  arbitraires. 
—  Pour  aclieverla  résolution  ou  l'intégration  d  un  système;  d'etpiations 
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siiimllanées,  il  reste  à  monlrer  comment  on  peut  obtenir  les  valeurs 
foiuliinientales  w,,  w.,  ...  des  inconnues,  puis  comment  on  peut  dé- 
terminer les  fonctions  ou  constantes  arbitraires  d'intégration.  La  ques- 
tion ne  présente  plus  de  difficultés  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas 
d'équations  non  simultanées,  la  marche  à  suivre  étant  la  même. 

Ainsi,  on  formera  un  système  d'équations  réduites  pour  déterminer 
les  valeurs  fondamentales  et  leurs  dérivées,  à  moins  que  celles-ci  ne 
soient  connues  d'avance,  ce  qui  arrivera  quelquefois,  en  faisant  usage 
lie  considérations  particulières  aux  problèmes  que  l'on  aura  à  traiter. 

Pour  former  les  équations  réduites,  on  introduit  dans  chacune  des 
équations  du  syslème'(ioo)  une  quantité  arbitraire  o,  soit  en  facteur, 
soit  en  exposant,  de  manière  qu'en  faisant  ces  diverses  quantités  wégales 
a  zéro,  on  obtienne  des  équations  résolubles  ou  intégrables  par  les 
procédés  ordinaires  (c'est  le  système  des  équations  réduites),  el  qu'en 
faisant  ces  quantités  égales  à  l'unité  on  retombe  sur  les  équations 
proposées. 

Les  équations  réduites  peuvent  former  des  équations  contenant  sé- 
[larément  les  inconnues  ou  des  systèmes  d'équations  simultanées.  Ces 
équations  doivent  nécessairement  présenter  des  solutions  de  mènip 
nature  que  les  équations  proposées.  Par  exemple,  dans  le  cas  d'inté- 
grations, les  équations  réduites  devront  être  fie  même  ordre  que  les 
équations  pro|)osées,  pour  qu'il  puisse  être  introduit  autant  de  con- 
stantes ou  de  fonctions  arbitraires  que  les  équations  proposées  en  com- 
portent. Il  est  toujours  possible  de  former  un  système  d'équations  ré- 
duites faciles  k  résoudre,  les  quantités  auxiliaires  w  permettant  de 
remplacer,  dans  les  termes  des  équations  proposées,  certaines  fonc- 
tions par  des  constantes  égales  aux  valeurs  moyennes  de  ces  fonctions, 
quand  on  considère  leurs  variations  entre  des  limites  déterminées. 
Le  iTioyen  général  consistera  à  composer,  comme  on  l'a  fait  dans 
le  cas  d'intégrations,  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants 
toujours  intégrables  par  des  moyens  connus;  les  intégrales  de  ces 
équations,  qui  sont  les  valeurs  fondamentales  iv,,  (i, intro- 
duisent le  nombre  de  constantes  ou  de  fonctions  arbitraires  que  la 
question  exige,  de  sorte  que,  en  portant  les  fonctions  M|,n\,.  .. .  dans 
l'expression  (io'3),    ou   (68),  les  fonctions   inconnues  v,,  jo-   •    •   ou 
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Ffr,),  ^{y^),  ...  coiifiendroiit  le  nombre  voulu  de  constantes  ou  de 
fonctions  arbitraires. 

Ensuite,  pour  déterminer  ces  cjuantités  arbitraires,  il  faut  considérer 
que  Ion  a  remplacé  certaines  fonctions  par  des  constantes  (ou  quel- 
quefois par  des  fonctions  plus  simples  que  celles  qui  composent  les  coet- 
(icients  des  équations^  telles  que,  pour  des  valeurs  déterminées  des 
variables,  les  équations  réduites  coïncident  exactement  avec  les  équa- 
tions proposées.  Si  donc  on  se  reporte  à  ces  valeurs  particulières  «pie 
Wronski  appelle  valeurs  moyennes,  les  valeurs  fondamentales  (p,,(^.,, ..., 
ou  F{«',),  ...  représenteront  exactement  les  fonctions  inconnues  i',, 
V'a,  ...  ou  F(y,),  . . .;  on  peut  alors,  pour  ces  systèmes  spéciaux  de  va- 
leurs, applic[uer  aux  équations  réduites  les  conditions  du  problème  qui 
se  rapportent  aux  équations  proposées,  et,  par  suite,  on  peut  déter- 
miner les  constantes  ou  fonctions  arbitraires,  comme  on  le  ferait  si 
l'on  savait  traiter  directement  les  équations  proposées. 

Nous  dirons  donc,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  si  les  valeurs 
moyennes  adoptées  coïncident  avec  les  valeurs  initiales,  lesquelles 
servent  spécialement  à  déterminer  les  quantités  arbitraires,  on  substi- 
tuera les  écjuations  réduites  aux  écjuations  proposées  quand  les  variables 
prendront  leurs  valeurs  initiales;  les  cjuantités  arbitraires  ainsi  déter- 
minées sont  celles  qui  entrent  immédiatement  dans  la  composition  des 
fonctions  inconnues. 

Si  les  valeurs  moyennes  choisies  ne  coïncident  pas  avec  les  Naicurs 
initiales,  les  valeurs  des  variables  indépendantes  sont  seules  connues 
dans  le  système  des  valeurs  moyennes;  pour  déterminer  les  valeurs 
correspondantes  des  inconnues,  on  peut  provisoirement  prendre  les 
\aleurs  initiales  comme  valeurs  moyennes  et,  en  opérant  connue  il  vient 
d'être  indiqué,  on  calculera  les  fonctions  inconnues  correspondantes  aux 
valeurs  moyennes  choisies  comme  on  le  ferait  pour  des  valeurs  quel- 
conques déterminées.  C'est  ensuite  que  l'on  pourra  prendre  à  leur  tour 
ces  nouvelles  valeurs  connue  valeurs  initiales  et  déterminer  les  cpian- 
tités  arbitraires  nouvelles  pour  ce  nouveau  svstème  de  \aleurs  ii.iitiales. 
On  a  de  cette  manière  les  quantités  arbitraires  (pti  rnficnt  dans  la  com- 
position des  fonctions  inconnues. 

F.nfin,  dans  U;  cas  où  l'on  ne  voudrait  |)as  procedei- de  cette  manière. 
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étant  admis  que  les  valeurs  moyennes  choisies  ne  coïncident  pas  avec 
les  valeurs  initiales,  les  quantités  arbitraires  seraient  données  par  la 
résolution  de  systèmes  d'équations  primitives  simultanées,  ainsi  que 
nous  1  avons  déjà  vu.  ^Nous  n'insistons  pas  sur  ce  dernier  moyen,  parce 
que  dans  les  applications  il  offre  une  très  grande  complication  de  cal- 
cul, seulement  il  faut  observer  que  ce  moyen  est  possible  tout  au 
moins,  car  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  simul- 
tanées exige  la  résolution  de  plusieurs  svstemes  d'équations  primitives 
simultanées,  lesquels,  ne  comportant  pas  la  détermination  de  quantités 
arbitraires  (sauf  cclledes  valeurs  movennes),  peuvent  être  résolus  direc- 
tement. 

Transformations  relalù'es  à  la  convergence  ;  remarques.  —  Il  reste 
encore  à  considérer  la  convergence  de  l'expression  fondamentale  (  loS), 
ou  (68).  Pour  ne  pas  trop  nous  répéter,  nous  dirons  seulement  que 
les  fonctions  «', ,  <Vo,  . . .  sgnt  totalement  arbitraires  en  principe,  mais 
la  convergence  de  (io'3),  dépend  essentiellement  de  l'approximation 
de  ces  valeurs  fondamentales  par  rapport  aux  inconnues  j, ,  j-j,  . . .. 

En  premier  lieu,  les  réduites  successives  (i  i),  ouprogrës  de  la  géné- 
lalion  neutre,  sont  plus  convergentes  que  l'expression  (3),  dans  la- 
quelle on  prendrait  un  même  nombre  de  termes;  on  aura  donc  avan- 
tage à  employer  ordinairement  ces  réduites,  en  substituant  (io3),  à  (3). 
On  a  pour  les  deux  premières,  qui  sont  les  plus  usuelles  ('), 


Fd,,    =F(r, 


loG) 


F(j,^.  =  F(«.,)-^^^^^. 
V      dx 


m^y  {^-'^^)\ 


si  les  équations  proposées  contenaient  des  différences  ou  des  diffé- 

(')  La  troisième  réduite  est  donnée  plus  loin,  (107). 

Jourii.  de  Math.  (3'  série),  tome  IX.    -  Novembre   i8S3.  /|0 
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rentielles  partiel'es,  la  transformation  se  ferait  non  sur  io3),,  mais  sur 
une  expression  analogue  à  (68). 

En  second  lieu,  l'expression  fondamentale  est  généralement  très 
convergente  pour  Les  valeurs  des  fonctions  inconnues  qui  sont  peu  éloi- 
gnées des  valeurs  moyennes  ;  on  pourra  donc  changer  de  valeurs 
moyennes  autant  de  fois  qu'on  le  jugera  nécessaire  et  calculer  de  cette 
manière  toutes  les  valeurs  des  fonctions  inconnues  pour  des  varia- 
lions  des  variables  indépendantes  aussi  étendues  qu'on  le  voudra. 

En  troisième  lieu,  on  peut  introduire  des  fonctions  arbitraires, 
principalement  celles  de  la  forme  se'-^',  cjui  permettent  d'obtenir  une 
con\  ergence  rapide  quand  elles  sont  choisies  convenablement. 

En  dernier  lieu,  on  peut  avoir  recours  à  la  méthode  d'exhaustion, 
comme  nous  l'avons  montré  dans  un  exemple  précédent. 

Nous  crovons  utile  de  dire,  à  propos  de  cette  méthode  d'exhaustion, 
que  Wronski  distingue  les  méthodes  suivantes  (  '  )  :  les  méthodes  théo- 
liqnes,  les  méthodei  techniques  et  les  métUodes  d'approximation. 

Dans  les  premières,  les  quantités  cherchées  sont  données  d'une  ma- 
nière al>solue  au  moyen  des  seules  données  de  la  question,  sans  in- 
troduire de  quantités  arbitraires;  la  méthode  suprême  est  dans  ce 
cas.  La  propriété  principale  des  expressions  théoriques  est  de  posséder 
le  maximum  de  convergence;  ces  expressions  sont  finies  quand  la 
fonction  cherchée  le  comporte,  mais  c'est  un  cas  relativement  très  rare. 

Nous  ne  pouvons  indiquer  ici  que  le  caractère  des  méthodes  théo- 
riques, telles  que  les  conçoit  Wronski;  des  développements  concernant 
la  méthode  suprême  seraient  nécessaires  pour  donner  une  idée  complète 
de  ces  méthodes. 

Dans  les  méthodes  techniques,  les  quantités  cherchées  sont  expri- 
mées au  moyen  d'une  ou  plusieurs  cpiantités  arbitraires,  comme  cela 
a  lieu,  par  exemple,  dans  la  méthode  secondaire  que  nous  exposons. 

Les  expressions  techniques  se  présentent  généralement  sous  forme 
d'ime  suite  indéfinie  de  termes;  elles  sont  d'autant  plus  convergentes 


(')  Nous  nous  plaçons  ici  à  un  point  ilc  \  ne  pni  litiillcr,  aiiln'nuMil  il  Iniidiail 
citer  encore  (en  dehors  de  la  nu'-tliode  relative  à  la  lliéoiie  des  nombres)  la 
méthode  d'interpolation  qui  permet  de  résoudre  ou  d'intégrer  toutes  sortes  d'équa- 
tions, étant  donné  un  nombre  suffisant  de  valeurs  des  fonctions  inconnues. 
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que  les  quantités  arbitraires  sont  mieux  choisies.  Les  séries,  suivant  la 
tléfinition  de  Wronski,  sont  des  expressions  terluiiques. 

Le  caractère  distinclif  des  méthodes  d'approximation,  d'après 
Wronski,  consiste  «  en  ce  que  les  accroissements  successifs  desdiiTérenls 
termes  qu'on  calcule  pour  s'approcher  continuellement  ou  indéfiiiimenl 
de  la  quantité  qu'on  désire  connaître,  ne  sont  liés  par  aucune  loi.  C'est 
par  laque  cette  méthode  diffère  des  procédés  techniques  ;  mais  comme, 
dans  cette  méthode,  les  divers  termes  que  nous  venons  de  nommer 
doivent  être  calculés  directement  ou  a  priori,  et  non  déduits  par  des 
essais  ou  a  posteriori,  cette  méthode  diffère  également  des  simples 
méthodes  de  tâtonnement  ».  Ainsi  une  méthode  d'approximation  «  se 
borne  à  nous  conduire  à  des  termes  distincts  ou  séparés,  de  plus  en 
plus  approchants  de  la  quantité  qu'elle  sert  à  nous  faire  connaître  ;  mais, 
les  accroissements  successifs  de  tous  ces  termes  séparés  n'étant  liés  par 
aucune  loi,  celte  méthode  ne  saurait,  par  elle-même,  embrasser  l'en- 
semble de  la  génération  des  quantités   », 

Sur  la  formation  des  équations  différentielles.  —  Pour  compIétei-  la 
méthode  secondaire,  il  serait  utile  d'ajouter  quelques  développements 
sur  l'introduction  des  quantités  arbitraires,  constantes  ou  variable-;, 
dans  les  équations  différentielles;  mais  une  question  aussi  importante 
et  aussi  délicate  demande,  pour  être  traitée  convenablement,  un  espace 
])lus  considérable  que  celui  dont  nous  disposons  ici.  Nous  proposant 
d'y  revenir  plus  loin,  nous  nous  en  tiendrons  au  résumé  qui  suit  i  '). 

Nous  prévenons  d'abord  que  les  équations  différentielles  dont  nous 
nous  occupons  ne  sont  que  les  expressionsde  problèmes  possdjles;  nous 
ne  considérerons  jamais  les  équations  qui  seraient  formées  au  hasard 
ou  qui  seraient  supposées  n'avoir  ilautre  origine. 

Examinons,  pour  commencer,  les  équations  qui  contieiment  les 
différentielles  d'une  quantité  inconnue. 

Ces  équations  sont  composées  essentiellement  de  deux  choses  dis- 
tinctes en  principe  :  les  dérivées  différentielles  et  les  relations  qui  les 

(')  Le  passage  suivant  complète  ce  que  nous  avons  dll  <le  la  lorrnalioii  tics 
équations  diflfi'rentielles,  dans  la  note  qui  sert  d'introduction  à  l'intégration  de 
ces  équations,  et  rectifie  en  ménie  temps  cci  (pii  a  rap]>orl  au  svstème  d'équatioiii 
désignées  par  (  ('). 
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unissent.  Il  faut  donc  considérer  les  dérivées  différentielles  en  elles- 
mêmes,  puis  dans  leurs  relations  possibles;  telles  sont  les  deux  condi- 
tions premières  de  la  question,  les  seules  dont  il  faille  nécessairement 
tenir  compte. 

Les  dérivées  seront  considérées  en  elles-mêmes,  si  l'on  tient  comple 
d'une  propriété  qui  les  caractérise.  Celte  propriété  est  ici  la  disparition 
de  certaines  quantités  par  différentiation,  quand  ces  quantités  sont 
indépendantes  des  variables  par  rapport  auxquelles  on  les  différentie. 
Donc,  en  remontant  des  équations  différentielles  aux  équations  pri- 
mitives, il  faut  rétablir  les  cjuantilés  qiy  ont  disparu. 

Les  dérivées  seront  con.sidérées  dans  leurs  relations  si  l'on  tient 
compte  du  mode  de  formation  de  ces  relations.  Or  celles-ci  ne  pro- 
viennent que  de  la  comparaison  de  quantités  composées  de  dérivées, 
et  toute  comparaison  entraînelélimination  de  certaines  quantités;  donc, 
nour  passer  d'une  relation  de  déi'ivées  différentielles  à  la  relation  équi- 
valente de  fonctions  primitives,  il  faut  rétablir  les  quantités  qui  ont 
disparu. 

Ainsi,  poiu-  deux  causes  différentes,  il  faut  introduire  dans  les  inté- 
grations d'éc|uations  différentielles  certaines  quantités  qui  n'existent 
pas  dans  ces  équations  ;  ces  causes  concourent  toutes  deux  au  même 
but  sans  que  pour  cela  l'une  puisse  être  sidjstituée  à  l'autre.  La  pre- 
mière, qui  provient  de  la  nature  des  dérivées  différentielles,  présente 
inie  nécessite  générale,  et  l'autre,  qui  provient  du  mode  de  formation  des 
équations,  présente  une  possibilité  dé[ifndnnt  du  mode  particulier  Ac  for- 
mation des  équations  que  l'on  considère. 

Il  en  résulte,  d'un  côté  pour  chaque  ordre  d'intégration,  que  l'on  doit 
introduire  généralement  une  fonction  arbitraire  Jes  constantes  étant 
ici  considérées  comme  formant  un  cas  particulier  des  fonctions  ,  et  de 
l'autre  on  conçoit  la  possibilité  d'en  introduire  plusieurs;  le  nondjre 
de  ces  fonctions  sera  forcément  indiqué  dans  cbatjue  cas  et  ne  dépendra 
(pie  des  conditions  particulières  des  problèmes  traités.  On  jH'ut  é\a- 
luer  le  nombre  maximum  des  fonctions  arbitraires  qu'il  est  possible 
d'introduire,  nombre  considérable  pour  les  équations  d'ordres  élevés; 
il  suflit  pour  cela  d'énumérer  les  conditions  générales  de  formation 
des  équations  différentielles,  et  c'est  ce  que  nous  ferons  en  y  joignant 
divers  exemples. 
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Alaiiitcnaiil,  si  l'on  distinguo  les  conditions  relatives  à  la  formation 
lies  équations  différentielles  de  celles  qui  sont  relatives  aux  problèmes 
que  ces  équations  représentent,  ces  deux  espèces  de  conditions  étant 
complètement  hétérogènes,  il  est  évident  que  les  dernières  doivent 
correspondre  à  un  nombre  de  fonctions  arbitraires  compris  entre  le 
minimum  et  le  maximum  que  l'oPi  aura  trouvé,  pour  que  les  problèmes 
soient  possibles  ou  déterminés;  mais,  comme  les  conditions  relatives 
aux  problèmes  ne  peuvent  être  fixées  a  priori,  c'est-à-dire  ne  peuvent 
l'élre  que  dans  chaque  cas  particulier,  le  nombre  des  fonctions  arbi- 
traires ne  pourra  être  également  fixé  a  priori;  il  n'y  aura  de  déterminé 
que  le  nombre  mininuun  de  ces  fonctions,  lequel  est  nécessaire  pour 
la  possibilité  des  problèmes,  puisque  celui-ci  doit  élre  indépendant 
des  conditions  particulières,  ou  spéciales.  Les  intégrales  générales 
seront  donc  celles  qui  contiendront  le  nombre  minimum  de  fonctions 
arbitraires,  c'est-à-dire  celles  qui  contiendront  a  fonctions  arbitraires, 
pour  l'ordre  j:jl,  car  les  conditions  spéciales  n'existent  pas  en  général. 

Le  nom  d'inlegrale  compléle  est  donné  aux  intégrales  qui  ne  con- 
tiennent que  les  valein's  initiales  de  la  fonction  inconnue  et  de  toutes 
ses  différentielles  jusqu'à  l'ordre  y.,  sauf  l'une  d'elles,  qui  est  déter- 
minée par  l'équation  même,  dans  le  cas  où  l'inconnue  est  fonction  de 
plusieurs  variables  indépendantes. 

Les  intégralesqui  contiennent  plus  de^x  fonctions  ni'bitraires  ne  sont 
pas,  à  proprement  parler,  des  intégrales  générales,  puisque,  d'après 
ce  qui  précède,  elles  correspondent  à  des  cas  spéciaux. 

Enfin,  il  existe  d'autres  sortes  d'intégrales  contenant  des  fonctions 
qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  équations  différentielles  ;  ces  fonctions  ne 
sont  plus  arbitraires  comme  celles  que  nous  venonsde  considérer,  elles 
sont  déterminées,  ou  partiellement  déterminées,  par  certaines  conditions 
qui  se  trouvent  être  remplies  en  dehors  des  conditions  générales  de 
formation  des  équations  différentielles  ;  c'est  là  leur  caractère  dislinctif. 
Les  intégrales  désignées  ordinairement  sous  le  nom  cV intégrales  sin- 
gulières sont  comprises  dans  la  précédente  définition,  mais  celle-ci 
comprend  une  classe  d'intégrales  bien  plus  étendue.  D'après  cela,  les 
intégrales  semi-singulières  devraient  être  celles  qui  contiennent  des 
fonctions  partiellement  déterminées  par  des  conditions  singulières. 

Dans  le  cas  plus  complexe  d'un  système  d'écpiations  simultanées,  ce 
que  nous  venons  de  dire  s'appli(pie  également.  Les  intégrales  générales 
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sont  les  plus  importantes  à  examiner  :  ponr  un  système  d'équations  où 
les  inconnues  entrent  respectivement  aux  ordres  p.,^, ,  fx,  .,,  ...,  u.,  >  dans 
la  première,  aux  ordres  /Xo,,  |u.2_2,  ...,  [j.o,x  dans  la  seconde,  et  ainsi  de 
suite,  on  pourra  déterminer  l'une  des  inconnues  y^  au  moyen  de  la 
jS'*"""' relation  ;  son  ordre  de  différentielles  le  plus  élevé  étant  /jl^o,  d'après 
cette  notation,  il  faudra  introduire  généralement  /xpa  fonctions  arbi- 
traires dans  l'intégration  ;  mais  l'intégrale  obteiuie  comprendra  d'autres 
inconnues  y^,  /e,  . . .  supposées  déterminées  respectivement  par  les 
relations  93,  Or,  ...  où  elles  entrent  aux  ordres fig^,  (J-r^,  ...,  de  sorte  cpie 
l'intégrale  qui  donne  y^  contiendra  en  tout  /i.pa  +  P-oy  "^  F<^  "•"  •  •  • 
fonctions  arbitraires,  et  avec  cette  intégrale  on  déterminera  spéciale- 
ment fj.pœ  de  ces  fonctions  (*). 

On  sera  ordinairement  guidé  dans  le  clioix  de  l'équation  qui  devra 
servir  à  la  détermination  de  l'une  des  inconnues,  car  il  faut  ne  |)as 
oublier  que  les  ordres  de  différentielles  des  inconnues  qui  entrent  dans 
les  équations  n'y  sont  pas  répartis  arbitrairement  :  ils  sont  au  contraire 
disposés  en  vue  de  satisfaire  aux  conditions  du  problème  que  l'on 
traite;  mais,  en  sup|)osant  que  ce  choix  ne  soit  pas  indiqué,  on  pourra 
prendre  n'importe  quelle  équation  du  système  et  l'on  obtiendra  géné- 
ralement la  solution  voulue.  Il  peut  arriver  que  le  problème  comporte 
une  certaine  indétermination  provenant  de  la  combinaison  des  é(|na- 
tions  du  système  proposé,  ou  qu'il  exige  des  intégrales  qui  contiennent 
plus  de  fonctions  arbitraires  qu'il  n'y  en  aurait  dans  l'intégrale  géné- 
rale; en  tout  cas,  il  ne  sera  possible  de  trancher  la  question  que  dans 
chaque  cas  particulier. 

Il  y  a,  d'ailleurs,  pour  les  équations  différentielles  simultanées  une 
difficulté  qui  tient  aux  combinaisons  possibles  des  équations  du  pro- 
blème, lesquelles  correspondent  à  des  combinaisons  des  équations 
primitives;  il  y  a  donc  un  nombre  indéfini  de  systèmes  équivalents 
d'é([uittions  primitives  qui  correspondent  à  un  système  donne  d'équa- 
tions différentielles  simultanées;  le  plus  souvent  les  intégrales  seront 
mises  sous  la  forme  y  =/"(«),  mais  ce  n'est  là  qu'une  foi-me  parlicu- 


(')  Nous  entendons  parler  de  l'ordre  réel  des  i-<|n»lions  dil'lV'renlielles,  et  non 
de  l'ordre  fictif  dû  à  la  manière  dont  elles  sont  disposées;  le  calcul  des  constantes 
di's  éijualions  (3-),  formules  (42  à  !\6)',  dans  le  septième  exemple  que  nous  al- 
lons dunnei'.  précisera  ce  que  nous  disons. 
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lière  :  la  forme  générale  est  évidemment  F(j7,  y,,  Vj,  ...,yy)  =o,  on 
plus  simplement  F(  ja  )  =  o,  d'après  la  notation  que  nous  avons  adoptée  ; 
l'expression  fondamentale  (io3)  tient  compte  de  cette  indétermination, 
qui  ne  peut  cesser  qu'à  la  suite  de  l'examen  particulier  du  problème 
proposé. 

Si  nous  examinons  maintenant  les  équations  qui  contiennent  des 
différences  finies,  on  verrait,  comme  le  dit  Wronski,  que  ce  que  nous 
venons  de  dire  des  équations  différentielles  peut  être  étendu  immé- 
diatement, par  une  simple  induction,  aux  équations  de  différences, 
sans  autre  considération  que  celle  qui  est  relati\e  à  la  nature  des 
constantes  arbitraires. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  les  équations  qui  contiennent 
des  différences  ou  des  différentielles  des  inconnues,  mais  il  est  visible 
que  la  méthode  de  Wronski  peut  s'appliquer  aux  équations  qui  con- 
tiennent en  même  temps  que  les  inconnues  des  fonctions  composées 
avec  ces  inconnues  suivant  une  loi  déterminée.  On  indique  souvent 
les  opérations  successives  que  l'on  effectue  d'après  la  même  loi  sur  une 
fonction,  par  un  indice  joint  à  la*caractéristique  de  cette  fonction  :  ce 
sont  les  équations  qui  contiennent  des  fonctions  à  indices  que  l'on 
pourrait  résoudre  sans  difficulté  par  la  méthode  de  Wronski.  Cependant 
ce  genre  d'équations  se  ramène  au  fond  à  un  système  d'équations 
simultanées,  et  il  pourra  quelquefois  être  plus  avantageux  de  traiter 
ces  équations  simultanées  comme  telles. 

Ici  nous  terminons  ce  que  nous  avions  à  dire  de  l'ensemble  de  la 
méthode  de  Wronski.  On  trouvera  peut-être  un  peu  concises  les  expli- 
cations qui  précèdent,  mais  on  poTura  les  juger  suffisantes  en  consi- 
dérant qu'elles  se  rapportent  à  l'application  de  principes  dont  nous 
avons  constamment  fait  usage;  d'ailleurs,  les  exemples  et  le  résumé 
que  nous  allons  donner  encore  nous  permettront  de  revenir  sur  les 
points  importants. 

SUITE     ET    FIN    DU     SIXIIÎ^IE    EXEMPLE. 

Détermination  des/onctions  arbitraires.  —  Pour  achever  lintégrafion 
de  l'équation  du  mouvement  vibratoire  des  gaz,  il  reste  à  déterminer 
les  fonctions  arbitraires  F,(r-|-  ai)  et  F2(r  —  ai). 

Les  deux  variables,  quantités  essentiellement  positives,  sont  :  r,  dis- 
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tance  dun  [joint  de  la  masse  gazeuse  au  centre  de  vibration,  et  t,  temps. 
r  -h  al  est  toujours  positif,  çV  r  ^  at  peut  être  positif  ou  négatif.  Dans 
le  premier  cas,  en  faisant  /  ^  o,  les  fonctions  arbitraires  sont  déter- 
minées par  le  système  des  équations  simultanées  (t)  ou  (t)'.  Mais,  dans 
le  deuxième  cas,  r  —  at  étant  négatif,  on  peut  supposer  r  =  o,  et  faire 
al  =  z,  quantité  positive;  on  remarquera  alors,  d'après  Poisson,  que 
les  conditions  précédentes  (t)  ne  peuvent  servir  à  déterminer  la  fonc- 
tion Y^i — z)  ;  il  faut  recourir  au  système  d'équations  (ç),  et  celui-ci 
fera  connaître  F2(—  z)  au  moven  de  F,(z),  fonction  donnée  par  les  re- 
lations (t),  la  variable  z  pouvant  être  substituée  à  r. 

En  conséquence,  si  l'on  prend,  dans  l'expression  fondamentale  (08) 
ou  (&),  un  nombre  de  termes  tel  qu'il  faille  calculer  n  dérivées  des 
fonctions  F,  et  F,,  il  faudra,  en  plus  des  deux  relations  (ç),  y  =  o  et 
V  ^  o,  pour/'  =  o,  écrire  n  —  i  relations  qui  proviendront  des  ii  —  i 
})remières  dérivées  de  V  prises  par  rajiport  à  /•  et  égalées  à  zéro,  en  fai- 
sant ensuite  r  -=  o,  puisque  le  centre  d'ébranlement  est  supposé  im- 
mobile. On  aura  de  cette  manière  im  système  de  «  -)-  i  équations  simul- 
tanées d'où  l'on  tirera  la  fonction  F2(—  z)  et  ses  n  dérivées  en  fonction 
de  F,  (r)  et  de  ses  dérivées  (  '  ). 

Pour  résoudre  ce  système,  on  pourra  prendre  comme  valeurs  fonda- 
mentales celles  qui  sont  données  par  les  relations 

F,fz)-hF,(-  2)  =  o, 

dz  dz         ~  '*' 

(|iH'  Poisson  indique,  et  j)ar  les  n  —  i  dérivées  suivantes  égalées  à  zéro. 
Mais  revenons  au  système  (i)  ou  (t)',  dans  lequel  F,  (r)  et  Fo(r)  sont 
déterminés  au  moven  des  fonctions  données  ^,{r)  et  ^'2(/").  Si  l'on 
compare  ce  svslèmc.  saxoir  : 


M-,(/j-y  =  o 

TJr)  -7=0 


pour     /  =  o. 
Il  svstenie  (100),  la  solution  sera  fournie  par  l'expression  (loi),  dans 


(  ')   !,a  fonction  Fj(  —  z)  et  ses  dt'ri\ées  se  pivscnlonl 
nii|iie;  il  en  est  d'ailleurs  de  même  deF,(;)  el  Fj(c), 
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I.-Kjiiellr  Oïl  fera 

F{ya:)=V,{r)     ou     l<.,{r), 

F(w^)  =  ,f,(r)      ou     iofr); 

on  aura  donc,  en  prenant  la  première  équation  pour  déterminer  l',{r) 
et  la  seconde  pour  Fj[r), 


,/[.,-,(/■) -V] 


fJr\  ^'^^('•)-T' 


/V/[>F,(/-)-f] 


1  V       d:f,ir) 

nous  mettons  V  el  ■/  .lU  lieu  de  V  et  y  pour  marquer  (jne  l'on  sidjstitne 

-f,  et  #2  à  F,  et  Fo,  toujours  avec  la  condition  t  ^  o;  les  dérivées  sont 

prises  par  rapport  à  ^,{r)  et  ^2{'')  seulement,   en  considérant  ^'iir) 

comme  fonction  de  ^,{r)  dans  la  première  expression,  et  ^,{r)  connue 

fonction  de  cf2(r)  dans  la. seconde. 

Les  quantités  V'ety'  doivent  être  remplacées  par  leurs  valeurs,  comme 

dans  (t)';  et,  puisque  F,  et  Fj  sont  remplacés  par  J,  et  l'.j,  en  vertn  de 

(t)",  on  a 

(  W,(r)-'C'  =  o, 

b) 

I  M'2(r)  —  5'  =  o, 

pour  /  =  o,  ce  qui  simplifie  les  expressions  (t)'  ou  les  seconds  ternies 
de  (a). 

Pour  les  dérivées  de  V  el  de  7'  par  rapport  à  j,  et  rf,.  d  Candra 
prendre  celles  des  quantités  <i^,  'Ç  et  ri,  d'après  (p.),  (v)  el  (v)',  par  rap- 
port à  F,  et  Fo,  et  en  faisant  usage  de  {a)',  savoir  : 

JA'  s  =  -\; 

•    '  Cl- 

ou fera  ensuite  la  substitution  de  -T  à  F. 
On  aura  donc,  comme  pour  {^j  j, 

'l-V  \w       /   d'-l' 


,    ^  /'d\'\        /'f^.'\  f  ,,^  \dld4J  '       \drdrfj 
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lions  écrivons  i  |)our  ,f(/'  ,  pour  simplifier;  par  suite,  eu  substituaut, 
dans  la  première  expression  [a],  les  valeurs  données  par  (r)'  et  [c),  il 
vient,  en  ne  prenant  que  la  partie  écrite  de  ces  expressions  et  en  ayant 
égard  à  (i), 


ou,  d'après  (/;)  et  (6)', 

r.>    FM  ^,-   mh--m^' 

(d)  F,(/-)  =  ,f,( 


\dtcl'^,}     '  \drd^J     - 

nous  écrivons  encore,  pour  sim[)lifier,  ^'  pour  ^'(r). 
Pour  la  seconde  expression  (a  ),  faisons,  d'après  [0)', 


y\S;  =  b'-[i  -+-  i)'''     +  ïj  -I- 
nous  aurons,  comme  ])our  (p)', 

^'^  \ÂJ  =  [dfJ-'^^^''Td]Ml 

\  di, 

le  second  terme  peut  s'écrire 


[..(...fi(i;)' 

par  suite,  substituant  les  premiers  termes  de  (e)  dans  la  seconde  expres- 
sion [a)  et  tenant  compte  de  ("/et  [b],  il  vient 

Il  reste  encore  à  calculer  les  dérivées  qui  entrent  dans  les  expressions 
[d)  ei(/);  pour  cela,  on  a  généralement,  pour  le  jiremier  ordre  de 
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(lérivatii)n, 

dw  _  (IW    1 
dJ  ~  7f?  'iff' 

dr  ■ 

par  suite,  la  dérivée  de  ^^2{'')<  par  exemple,  ^l\/  r)  étant  donné  parfo)), 
sera 

dfh{r))~        ri    dr-    di^         dr'-    d^V 
dr  dr 

S',  (/•)  est  ici  considéré  comme  fonction  de  j^ir  j. 

On  opérerait  d'une  façon  analogue  pour  la  dérivée  de  W,  et  les  dé- 
rivées supérieuies.  Quant  aux  dérivées  de  W ,  par  rapport  à  t  qui  entrent 
dans  [d),  pour  les  obtenir,  il  suffira  de  supposer  que  dans  la  première 
expression  (t)"  on  ait  mis  ^,  (/•  +  al)  au  lieu  de  J,(r)  et  é?2('' —  ol)  au 
lieu  de  ^nir],  et  de  substituer  ensuite  les  différentielles  de  r  à  celles 
de  a/,  ainsi  qu'on  l'a  fait  pour  passer  de  la  seconde  relation  (t)"  à  la 
relation  if',. 

On  calculera  de  cette  manière  toutes  les  dérivées  qui  entrent  dans  les 
expressions  [d]  et  (/)  donnant  les  fonctions  arbitraires  cherchées  On 
remarquera  que  ces  fonctions  se  présentent  sous  forme  de  développe- 
ments indéfinis,  ce  cpii  est  dû  à  leur  forme  technique  et  aussi  à  ce 
quelles  sont  des  fonctions  essentiellement  transcendantes. 

On  suivrait  une  marche  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  précède 
|)our  avoir  la  fonction  F2(—  z)  et  ses  dérivées  au  moven  de  F,  (s)  et 
des  dérivées  de  cette  dernière  fonction. 

Nous  avons  ainsi  achevé  la  résolution  des  écpiations  simultanées  (pii 
devait  compléter  l'intégration  de  l'équation  proposée  {$],  et  les  incon- 
nues du  prohlème  V  et  y  sont  maintenant  déterminées  avec  toute 
l'exactitude  qu'on  peut  désirer. 


sEPTiÈMt:  EXEMPLE.  —  Calciil  du  profil  d'égale  résistance 
d'un  mur  de  barrage. 

Conditions  du  problème.  —  Nous  nouspropo.sons  decalculei-  le  profil 
d'un   mur  de  réservoir  construit  dans  des  conditions   telles  cjue  les 
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pressions  exercées  sur  les  matériaux,  dans  les  parties  les  |)liis  tatiguées. 
soient  égales  on  inférienres  à  une  pression  donnée. 

Nous  n'envisagerons  la  question  qu'au  point  de  vue  du  calcid  :  clic 
a  d'ailleurs  été  l'objet  de  Mémoires  spéciaux.  Nous  nous  bornerons 
donc  à  établir  les  équations  du  problème  afin  de  les  résoudre  et  de 
montrer  [)ar  là  que  la  méthode  de  Wronski,  loin  d'être  illusoire,  \wv- 
met  de  surmonter  de  vérilubles  difficultés. 

La  marche  que  nous  allons  suivre  pour  arriver  aux  équations  à  ré- 
soudre est  analogue  à  celle  rjui  est  iiulicpiée  par  INI.  Delocre  dans  son 
Mémoire  Sur  la  forme  du  profil  à  adopter  pour  les  grands  barrages  en 
maçonnerie  des  réservoirs  (  '  )■  Ce  travail,  justement  apprécié,  a  été  com- 
posé lors  de  l'étude  du  barrage  du  Furens  au  Gouffre  d'Enfer,  près  de 
Saint-Étienne  (barrage  de  Rochetaillée).  Plus  tard,  en  examinant  les 
procédés  d'exécution  du  second  barrage  du  Furens,  au  Pas-du-Rio, 
nous  a\  ons  eu  l'idée  d'appliquer  les  méthodes  de  Wronski  au  calcul 
tlu  profil  théoricjue  des  nuirs  de  cette  espèce. 

Pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  il  suffira  de  considérer  le  cas  d'un 
barrage  droit,  dans  une  iai'ge  vallée,  résistant  par  son  seul  poids  à  la 
poussée  de  l'eau;  l'ouvrage  se  composera  alors  de  trois  |)arties. 

Dans  la  partie  supérieure  OGIJ  [fig-  i),  le  mur  devant  avoir  une 
certaine  épaisseur,  il  ne  peut  exister  de  profil  théorique;  le  n un"  .sera 
un  \i\UY  ordinaire  à  |)arements  verticaux.  Le  profil  théorirjue  ne  com- 
mencera que  lorsque,  par  suite  de  la  poussée  de  l'eau,  la  partie  la  jiliis 
fatiguée  de  la  maçonnerie  subira  la  pression  que  l'on  s'est  assignée 
d'avance.  La  seconde  partie  du  mur,  UKL,  présente  un  parement  ver- 
tical en  amont  et  de  l'autre  côté  un  parement  courbe  jouissant  de  la 
propriété  d'égale  résistance;  la  pression  la  pins  forte  est  en  L  lorsque 
le  réservoir  est  plein,  et,  lorsqu'il  est  vide,  cette  pression  se  reportant 
en  K  ne  doit  pas  excéder  la  pression  maxima  admise.  Cette  pression 
atteinte,  les  deux  parements  du  mur  s'innéchissent,  et  les  deux  profils 
sont  déterminés  par  la  condition  que  les  pressions  le  long  de  la  ligne 
LI»  soient  constantes  lorsque  le  réservoir  est  plein,  et  queles])res.sionsle 
long  de  al  ligne  RA  soient  aussi  constantes  lorstpic  le  réservoir  est  \iile. 


(')  Annales  des  liants  et  Cliaitssèes,  4"  sci'ie,  t.  Xll  (18G6),  n"  135,  p.  212. 
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La  délimitation  de  ces  trois  parties  du  unir  offre  un  certain  intérêt  au 
point  de  vue  du  calcul. 

Dans  le  calcul  du  profd,  il  faut  tenir  compte  de  la  stabilité  du  mur 
et  de  la  résistance  des  matériaux;  la  stabilité  est  définie  par  l'égalité 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  à  un  axe,  et  la  résistance 
comprend  le  glissement  suivant  une  section  déterminée  el  l'écrasement 

Fia.  I. 


dans  cette  section.  Nous  ne  tiendrons  pas  compte  du  glissement,  et 
même  nous  iie  considérerons  l'écrasement  cjue  dans  les  s(>ctions  hori- 
zontales ou  assises  fictives,  comme  cela  se  pratique  ordinairemeul. 

t'.onsidérons  une  section  du  nnu'  OGAB  [/'g.  i)donl  la  largeur  soit 
de  1'",  N  éiant  le  niveau  normal  de  l'eau  du  réservoir  et  .M!  le  joint 
fictif  considéré;  nous  prendrons  pour  axes  de  coordoiincM-s  riiori/.on- 
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talc  OY  à  la  partie  supérieure  du  mur,  et  la  verticale  OX  formant  une 
partie  du  profd  d'amont. 

Soit  C  le  point  d'application  de  la  résultante  CR  des  forces;  CIF  est 
la  résultante  des  actions  horizontales,  la  poussée  de  l'eau,  et  CP  la  ré- 
sid  taule  des  actions  verticales,  le  poids  de  la  maçonnerie  et  la  pression 
de  l'eau  sur  la  partie  RI;  nous  désignerons  para-  la  hauteiu-  du  mur 
JTisqu'au  joint  considéré,  parj,  l'ordonnée  du  profil  d'aval  et  r,  celle 
du  profil  d'amont,  et  par  o  le  poids  du  mètre  cube  de  maçonnerie. 

Stabilité.  —  La  relation  des  moments  pris  par  rapport  à  l'axe  II,  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  figure  et  situé  sur  OX  dans  le  plan  du  joint 
AH,  est 

CP .  IID  +  CF .  CD  =  EQ  .  IIE. 

E  est  le  point  de  rencontre  de  la  résultante  CR  et  du  joint  AF),  et  EQ 
est  égal  et  parallèle  à  CP. 

Le  premier  terme,  CP .  HD  est  dû  au  poids  P„,  de  la  maçonnerie  et  à 
la  pression  verticale  de  l'eau  P^  en  RA;  on  a  donc,  en  désignant  par  k 
et  h  leurs  bras  de  levier, 

CP.I1D  =  P„,./î-  -V,..h, 
et  ensuite 

P,„  =^  f  }\  dx  -  0  f  y.fl.v, 

ce  qui  donne 

P„,./f=(?/'\r, -v,)rAr-^^^i^  =  |  f''{y;-^i)dJ:. 
Pom-  la  rpiantité  P^,  â'  étant  la  densité  de  l'eau  et  a  désignant  ON,  on  a 

K=-à'£  {x-a)dy,; 

les  limites  de  l'intégrale  pourraient  être  oet  r,  ce  (pii  revient  au  même  : 
la  sonmie  des  moments  est  ainsi 

P,  //  =  §'/     (.r  —  a)dyn  .y.,  =  "'  /    (^  —  (^)yi.'h'i- 


MKTIIODICS    GKNÉRAI.ES    KN     MATIIIÎM  ATIQUES.  S^S 

Pour  ce  qui  concerne  le  second  terme,  l'action  horizontale  est  due  seu- 
lement à  l'eau;  X  étant  l'abscisse  courante,  on  a 

CD=  ^'  f  {X.  ~a)dX, 
et,  pour  le  moment, 

CF.CD  =  5'r'(X-a)c/X(.r-X)=  |V  -  «)'• 

Knfin,  pour  le  terme  du  second  membre,  la  somme  des  aciions  verti- 
cales est  P,„+  P^,  et,  en  désignant  Efi  par  u,,  ETl  est  y,  —  ii,  ;  donc, 
en  faisant 

on  a 

^  I    J''^f/.r  —  -^  j y^.dx  —  B  (    [x  —  a)y^_dYi+  ^[x  —  af 

=      /    y,  dx  —  /    y.dx  —  01     (a;  —  a)dy-^    (  r,  —  u,  ), 
d'où 

/     Y',dx  —  /    ytdx  —20  1     (^  —  a)Y2(ffi-+-  -ô{^  ~  ^ 


I        u,  =  Y 


1   f,dx  -^  /    y.,dx  —  0       {-^  —  o-)(b'i 


Celte  valeur  tlu  a,  se  rapjiorte  au  réservoir  plein  ;  ilans  le  cas  du  réser- 
voir vide,  il  faut  sup[)rimer  les  termes  qui  tiennent  compte  de  la  pres- 
sion de  l'eau;  ce  sont  ceux  cjui  contiennent  la  quantité  0  en  tacteur  :  le 
point  C  est  alors  le  centre  de  gravité  du  mur;  en  désignant  pir  u.^  la  va- 
leur de  AD,  il  vient 

'-  f' y]dx  -  \  Ç y-dx  =  (f  y,dx  -  f  y,dx):y,-h  »,), 

d'où 

/    y'i  dx  —  /    y't  dx 

I        \  ,        1    •■  0  '   i> 

I    ydx    —  j    y^dx 
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T.es  expressions  (i)  et  ia)  tlomient  les  deux  conditions  de   staljilité, 
pourvu  que  le  point  E  se  trouve  dans  l'intérieur  du  joint. 

Résistance.  —  Aux  conditions  précédentes  il  faut  joindre  celles  qui  se 
rapportent  à  la  conservation  des  matériaux  employés  en  limitant  la 
pression  qu'ils  ont  à  subir.  A  cet  effet,  il  faut  chercher  le  mode  de  ré- 
partition des  pressions  sur  l'étendue  du  joint  considéré;  le  principe  fon- 
damental dont  on  fait  usage  est  connu  sous  le  nom  de  loi  du  trapèze. 
0\\  admet  que  les  composantes  des  pressions  normales  au  joint  varient 
suivant  une  fonction  linéaire,  de  telle  sorte  que,  si  ces  composantes  sont 
représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  des  lignes  droites  partant 
du  joint,  elles  formeront  un  trapèze  par  leur  ensemble.  Il  s'ensuit  que 
la  résultante  des  pressions  normales  au  joint  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  trapèze. 

Dans  les  constructions  en  maçonnerie,  on  néglige  les  pressions  né- 
gatives ou  tractions;  quand  elles  existent,  les  deux  côtés  non  parallèles 
du  trapèze  se  coupent  dan>  lintérieur  du  joint,  et  le  trapèze  se  com- 
pose, en  réalité,  de  deux  triangles.  D'après  ce  cpii  vient  d'être  dit,  on 
néglige  le  triangle  qui  correspond  aux  efforts  de  traction,  et  la  loi  du 
Irapèze  dégénère  en  loi  du  triangle. 

Les  forces  étant  reparties  sur  le  joint  suivant  ces  conditions,  la  plus 
grande  pression  a  lieu  à  l'extrénwté  du  joint  le  plus  rapproché  du 
centre  de  gravité  du  trapèze  ou  du  triangle.  Si  u  est  la  distance  de  la 
pression  résultante  à  lextréinité  la  plus  fatiguée  tlu  joint  et  /  la 
longueur  du  joint,  la  loi  du  trapèze  sera  ap])licable  quand   on   aura 

u  >  -^  ;  la  loi  du  triangle  le  sera  dans  le  cas  contraire  où  u  ■^  77  • 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par/j  la  pression  par  mètre  superficiel  au 
point  le  plus  fatigué,  et  V  la  résultante  des  forces  normales  au  joint, 
on  trouve  les  formules  sni\antes,  qui  sont  bien  connues  :  clans  le  cas 
i\\\  trapèze, 

">3 /^  =  n.'--r)7' 

et  dans  le  cas  du  triangle. 


3 P=-iu- 


MÉTHODES    GÉSKRALES    EN    MATHÉMATIQUES.  J77 

On  peut,  à  la  place  dep,  introduire  la  hauteur  >.  d'un  mur  à  faces  ver- 
ticales dont  la  pression  sur  sa  base  serait  p  pour  i""  superficiel;  cette 
pression  est  alors  exprimée  par  o7..  D'ai)rcs  cela,  on  a,  dans  le  premier 

cas, 

a  ,        S).  /- 
i         6  1 

et,  dans  le  second  cas, 

->.  P 

Ô    C/, 

Remplaçant  maintenant  /  par  sa  valeur  y,  —y^  et  V  par  P„,  +  P,.>  on 
P,„,  on  aura,  dans  le  cas  du  réservoir  plein, 

(3)  ",  =  ^(j.  -  V2)  -  6  -7:7  -p^  p  ' 

/    y^dx  -  /     r.d.T  -0  j     (  .'•  -  "  ^  '/>•. 

ou 

f    y^(Lr—i     r,d.v  —  nj     (.f  —  a)dy, 

(4)  «.=  3 ï 

et,  dans  le  cas  du  réservoir  vide, 

(5)  „,=  3(r,-j,)-g-î  -TF—-' 


f    }\d.r  —  I     r.d.' 


(b)  "==3  y 

telles  sont  les  deux  doubles  conditions  de  résistance. 

Équations  duproblème.  -  Les  équations  du  problème  s'obtiendraient 
immédiatement  en  ébminant  u,  et  u^  entre  les  équations  (i)  et  ^3)  ou 
(4),  et  entre  les  équations  (2)  et  (5)  ou  (6);  mais  il  est  inutile  de  les 
écrire  de  suite.  Nous  allons   changer  de  notations:  pour  simplifier 

Jotirii.  de  Math.  (3°  série),  lomc  IX.  —  Novf.mdre  iSS3.  I' 
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récriture,  nous  ferons 

puis 

y^  =  -'. ,     y  2  =  =1 .     dy,  =  z\  dx,     dy.^  =  z'.dx 

et  les  expressions  précétlentes  deviennent  respectivement 

/     z\'  dx  —  /     i '/  c/j'  —  2 0  /     {x  —  a)  z'^  z",dx  +  -  (x  —  rt  )' 
(7)  «,=  3,--  


dx 


^1-^2-9/     (x-a)z, 
/     z\'  dx  -  I    z.^  dx 


:^f<-.:.)-^ ^^-^^ 

z^—z.,—  fi        (x  —  a)z",dx 
u,  =  -^\z,  —  z.,—  6  I    (,r  —  a)z".,dx  U 


3^    ' 


3X' 


Nous  ferons  usage  de  ces  expressions  avec  les  intégrales  définies 
qu'elles  contiennent.  Dans  l'application  numérique,  nous  supposerons 
que  la  largeur  b  du  mur  au  sommet  est  de  î"",  que  le  niveau  de  l'eau 
se  maintient  à  une  distance  a  de  5™  en  dessous  du  sonunet  du  nun-, 
et  que  la  pression  que  doivent  supporter  les  matériaux  ne  dépasse  pas 
6''^  par  centimètre  carré,  de  sorte  que,  si  la  densité  (7  de  la  maçonnerie 
est  2,  la  hauteur  >.  est  3o™. 

Avec  ces  données,  nous  allons  effectuer  le  cairni  du  nnu-  successive- 
ment pour  ses  trois  parties  principales. 

Première  partie.    -   >'ous  avons  vu  que,  dans  la  partie  supérieure  An 
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nnir,  il  ne  pouvait  v  avoir  de  profil  d'égale  résistance  :  ce  que  l'on  doit 
se  proposer  de  connaître  est  la  hauteur  à  partir  de  laquelle  connnence 
le  profd  théorique,  c'est-à-dire  la  position  du  point  J  pour  lequel  la 
pression  est  ^X. 

Dans  cette  partie  du  mur,  on  a 

z\  =  6     et     z'^  :=  o; 

de  plus,  les  expressions  qu'il  faut  emplover  sont  (^)  et  (9)  ou  (7)  et 
(10),  suivant  qu  il  faut  faire  usage  de  la  loi  du  trapèze  ou  de  la  loi  du 
triangle.  Dans  la  partie  supérieure  du  mur,  on  doit  évidemment  appli- 
quer la  première  loi,  et  la  seconde  n'est  utile  que  pour  des  hauteurs 
un  peu  considérables.  Le  choix  entre  (9)  et  (10)  peut  être  fait  de  la 

manière  suivante  :  donnant  à  h,  la  valeur -r  dans  (7^,  cette  expression 

se  réduit  à 

6{x  —  ay  —  b^x  =  o, 

ou,  si  l'on  fait  x  —  rt  :=  X,  il  vient 

ÔX'-  è-X  -  6=a  =  o. 

En  mettant  pour  a,  b,  5  leurs  valeurs,  on  obtient  léquation  du  troi- 
sième degré 

X'  —  5oX  —  25o  =  o, 

dont  il  suffit  d'évaluer  l'unique  racine  positive. 
L'expression  fondamentale  donne,  pour  cela, 

X=«'- 


Ces  deux  premiers  termes  suffisent  ;  on  a  donc 

©(X)  =  X'  — 5oX—  2.5o, 

^^^=3X=-5o. 
a\ 

0\'  la  racine  cherchée  est  comprise  entre  8  et  9,  et  est  plus  rap|)i()clHe 
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de  9;  faisant  ainsi 

H^  =:  f), 

on  a 

o{w)  =  +    29, 

c/tp((T-)    .> 

chv  ^    ' 

dont  le  rapport  est  o,  1 5o,  par  snite 

X  =  9  —  o,  (5  =  8,83 
et 

.r=  5h-8,85  =  i3,85. 

Portant  cette  valeur  dans  (10),  cette  expression  devient 

on  en  déduit 

X  =  2.r  =  27,  no. 

Ainsi,  pour  la  valeur  de  w,  égale  à  j  è,  la  pression,  au  point  le  plus 
fatigué  du  joint  qui  est  à  1 3'°,  85  du  sommet,  est  égale  à  la  pression  qui 
se  produit  sur  la  base  d'un  mur  droit  de  27'",  70  de  hauteur;  cette 
pression  étant  inférieure  à  la  limite  que  l'on  s'est  fixée,  3o'",  il  en  ré- 
sulte que  la  hauteur  de  la  première  partie  du  mur  est  donnée  par  les 
expressions  (7)  et  (10).  Ces  expressions  deviennent,  en  mettant  pour  :; 
et  z\  leurs  valeurs  bx  et  b, 

ù'-x  +  ^  (.t  —  ay 

u,  —  b > 

2  Ox 


X  —  a]'  -■  0 


(,3)'      é!X'-h^'x»-3/."(i-  1^^X--3b'a(i---fA  =  o. 


"1 

=  n^-^" 

En  éliminant  j/,,  il  vient 

(.3)                  •    ^^-3^6.- 

box  ^ 

ou,  en  faisant  X  =^  x  —  a, 
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Si  l'on  remplace  les  coefficients  jjar  leurs  valeurs,  l'équation  àrcsoudre 
est  alors 

(i3)"  X'+X-|io-X|i25-|875  =  o; 

de  même  que  l'équation  précédente,  celle-ci  a  une  racine  positive  et 
deux  racines  imaginaires. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  ferons  usage  de  la  notation  des 
dérivées,  ce  qui  n'aura  aucun  inconvénient  maintenant  que  l'on  connaît 
la  signification  des  formules  précédentes.  Le  second  progrès  de  la  géné- 
ration neutre  donne  pour  l'expression  fondamentale 

X  =  (V  -  - 


("')       '  ?"("■)' 

et  l'on  a 

f  (X)=     X'+X=f-X^-^^ 

o'(X)  =  3X^4-X^  -  ~, 
9"(X)  =  6X+Ç- 

La  racine  positive  est  comprise  entre  9  et  10;  faisant  donc  w  =  9, 
on  a 

ç>  (m^)  =  —    64,  333, 

©'(«y)  =  +  279,666, 
çi"(pp)  =  -l-    67,333; 
d'où 


la  racine  est  ainsi 


-4.34-.,    ï^;  =  +  o,=/„3; 


X  =  Q  +    ,      '.        =  9,  2238. 

Cette  valeur  est  exacte  à  moins  d'un  millimètre:  on  en  déduit  la 
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hauteur  cherchée  en  ajoutant  5™, 

(i/J)  ^  =  i4™,  2238; 

puis  le  cube  de  maçonnerie  est 

(■4)'  s=.7i"Mi9i. 

enfin  la  valeur  de  u, ,  d'après  (7),  est 

u,  =  i"',58o4, 

valeur  inférieure  au  tiers  de  la  longueur  du  joint  i'",666;  comme  véri- 
fication, on  trouve,  pour  X,  d'après  (10),  X  ==  3o,ooo. 

Seconde  partie.  —  Le  calcul  de  la  seconde  partie  du  mur  consiste  à 
calculer  le  profil  théorique  de  la  partie  JL  et  à  en  déterminer  la  limite  L. 
Nous  avons  encore  pour  toute  cette  portion  du  nuir 

s,  =  o,     z.,^o,     z".,=o,    ...; 

en  supprimant  l'indice  des  fonctions  :-,  ;  et  faisant 

(\5],  /i  =  -^    =:   -rp       ou       0,02222, 

les  expressions  (  7  )  et  (  i  o  )  donneront 

r^  0 

/      z'-dx  -h  -^{ar  —  ay 

,           1     Jn                            ^ 
«<    =  2     —    2     3 ' 

Ut  =  hz; 

le  choix  de  ces  expressions  est  indiqué  d'après  ce  qui  précède.   Eu 
éliminant  M,,  il  vient 

X'  0 

z'^dx-h^{a:-ay 

(,t,)  -■_/t3_._: _ =  0, 

écjuation  (liflércntielle  qu'il  s'agit  d'intégrer. 
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Cette  équation  ne  diffère  pas  de  l'équation  (12)  du  Mémoire  de 
M.  Delocre;  cet  ingéniein*  ajoute  (p.  226)  : 

Nous  avons  cherché  à  intégrer  les  formules (i  i)  (')  et  (12),  mais  nous  n'avons  pu  y 
parvenir  par  une  méthode  exacte  :  il  nous  a  seulement  été  possible  d'obtenir  v 
développé  en  série  en  fonction  de  .r;  la  série  qui  convient  à  l'équation  (11)  estde 

la  forme 

3^  1  X 

y  =  ax^  -+-  bx^  -+-  ci'-  -+-...; 

celle  qui  convient  à  l'équation  (12)  est  de  la  forme 

y  =z  ax  -h  bx^  -+■  cx^  +  .  .  . . 

Nous  avions  calculé  les  coefficients  des  premiers  termes  en  admettant  pour  6  el 
X  les  valeurs 

e=-,      X=:3o. 

2 

Mais  il  nous  a  paru  inutile  de  reproduire  ici  ces  calculs;  les  formules  ci-dessus 
ne  peuvent,  en  effet,  être  d'aucune  utilité  pour  arriver  à  déterminer  un  profil  pra- 
tique ;  elles  ne  conviennent  qu'à  la  portion  CN  {lisez  JL)  de  la  courbe  intérieure 
àelAjig.  %  {lisez  Jîg.  i)  et  les  calculs  auxquels  on  serait  conduit  pour  déterminer 
les  deux  courbes  NPB,  MLS  {lisez  KA,  LB)  de  la  partie  inférieure  du  profil 
sont  tout  à  fait  impraticables,  même  en  ayant  recours  aux  méthodes  approchées. 

Nous  citons  ce  passage  pour  bien  préciser  l'insufBsance  des  mé- 
thodes dont  on  dispose,  en  dehors  de  celles  que  nous  faisons  con- 
naître; après  l'examen  des  calculs  que  nous  présentons,  on  pourra 
constater  un  progrès  réel  dû  aux  travaux  de  Wron.ski,  travaux  trop 
longtemps  méconnus. 

La  forme  sous  laquelle  se  présente  l'équation  (iG)  indique  que,  si 
l'on  connaissait  une  valeur  approchée  de  la  fonction  s,  le  troisième 
terme  pourrait  être  considéré  comme  une  fonction  de  r,  et  l'équation 
formée  ainsi  serait  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  coeffi- 
cients constants;  intégrée,  elle  donnerait  une  valeur  très  approchée  de 
la  fonction  inconnue.  Prenant  donc  pour  équation  réduite  ime  équation 
différentielle  formée  de  cette  manière,  la  méthode  de  Wronski  ferait 


(')  L'équation  (11)  est  celle  qui  résulte  de  réliniination  des  relations  (i)  et  (5) 
ou  (7)  et  (9). 
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ronnaître  la  fonction  cherchée  avec  une  approxuiiation  bien  supérieure 

à  celle  que  l'on  désire. 

Cette  formation  de  l'équation  réduite  est  possi])1e  de  bien  des 
manières;  mais,  ponr  que  les  calculs  soient  praticables,  il  faut 
que  les  intégrales  définies  que  l'on  rencontre  puissen-t  s'obtenir  par  des 
calculs  directs  ou  par  quadratures.  Nous  avons  procédé  ainsi  et  nous 
sommes  parvenu  à  calculer  directement  l'ordonnée  du  profil  correspon- 
dant à  :r  =  24.  Quoi  que  l'on  fasse,  ces  calculs  sont  longs;  il  est  pré- 
férable d'opérer  comme  l'indique  Wronski  et  d'obtenir  l'équation  ré- 
duite de  la  manière  suivante. 

Si,  dans  le  troisième  terme  de  l'équation  (16),  nous  remplaçons  :;  et 
:;' par  leurs  valeurs  moyennes  que  nous  prendrons  ici  égales  aux  valeurs 
initiales  71,119  et  14,224,  nous  aurons  pour  ce  terme  une  quantité 

de  la  forme 

Ax  +  B(a7  —  ay  ; 

il  sera  facile  alors  de  calculer  l'intégrale  définie 

f    [\x-hJi{x-ay]e-''-''dr. 
»•'  0 

Mais  l'expression  de  cette  intégrale  présente  une  partie  des  incon- 
vénients que  nous  venons  de  signaler;  on  peut  les  éviter  par  l'intro- 
duction de  la  fonction  arbitraire  se''^.  Si  l'on  se  rend  compte  de  la 
variation  du  troisième  terme  de  (16)  pour  des  valeurs  croissantes  de  x, 
ce  qu'il  est  facile  de  faire  a  priori,  on  verra  que  cette  fonction  est  ici 
très  avantageuse. 

Nous  pourrons  donc  écrire  l'équation  transformée  sous  la  forme 


.-.-[;£ 


0 
z''-d.r  -H  -  (  ,r  —  af 


?      =  o  ; 

l)our  ',)  =  I  on  a  l'équation  proposée  (i6),  et  pour  «  =  o  on  a  l'éciualion 
réduite 

(18)  (!•' — /nr  —  s(f^:=o, 

en  mettant  iv  à  la  place  do  z. 


MÉTHODES    GÉNÉRALES    EN    MATHÉAIATIQUES.  [^85 

Les  valeurs  fondamentales  de  la  fonction  cherchée,  c'est-à-dire  la 
fonction  w  et  ses  dérivées,  sont 

w  =z  M      e*-^  +  N     e'-'\ 


M,  N  etrétant  des  constantes  arbitraires  qu'il  faut  déterminer  d'après 
les  valeurs  initiales  de  l'équation  (i6);  ces  dernières  sont  aussi  les 
valeurs  moyennes.  Nous  avons,  pour  valeurs  initiales, 

/a:=i/(,224,      ^^71,119,      r' =  5, 

et  l'équation  (i6)  donne  par  dérivation 
(20)'  :■"  =  0,34554; 

c'est  la  tangente  au  point  de  départ  «lu  nouveau  profil. 

Il  faut  remarquer  que  l'équation  (i6),  pour  a:  =  14,224,  est  identique 
à  l'équation  (i3). 

Les  constantes  sont  ainsi  données  par  la  ré.solution  des  équations 

71,119    =M     e'"'--''  +     Ne'"--=% 

5  =MA  e'"'---'  H- r  Ne'- "-■-', 

0,3455  =:M/j-e'"^-"'  -I-  /-^Ne''''^-^  : 
on  en  déduit  * 

r  =  -,       .  =  o,oo85j4o. 

I  7  I  ,  I  1 9  /(  —  o 

(21)  M  =  '-::ZiLli9  — 5  ^^;, . ,,,,,  ^  _  I , ^5s , , 

^      '  1  r  —  Il 

^  0,3455 -/i.5^_,,,,,,,  ^  ^  27,8358. 

\  r{r  —  h)  ' 
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On  a  ainsi,  pour  l'intégrale  définie  qu'il  faut  calculer. 

f   w'-d.i=  f   (M- /î^e-^"- •+-2MNAre(^ -'■'■'' +NV-e-'-^)f/.r. 
et,  déterminant  la  constante  comme  plus  haut, 


(22)      ( 


n-'d.r=  i]\p^e-^''  + 


îMiNA 


/(  -f-/ 


''e'''^'''+-NVe- 


I  7  >,  7  lo. 


llestmainteuantfaciled'obtenirre\[)ression  des  fonctions  inconnues. 
En  effet,  le  deuxième  progrès  de  la  génération  neutre  donne,  pour 
rex|)ression  fondamentale. 


F(s)=F(«.) 


(F' ((»•■)) 


(?'("'))    ,    i|(F"(w))       (?"("'))! 


F(r.)  est  une  fonction  quelconque  de  :;;  quant  aux  fonctions  o,  elles 
sont 


?(-) 


hz 


,.(■=■■ 


rfx 


(24)', 


iç;'(s))  =  z"—  hz' 


f     --./. 


hz" 


à  la  place  de  :;,  substituant  ir  calculé  au  moyen  de  (i9;,viinsi  (pic  ses 
dérivées,  on  obtiendra  la  fonction  F(:;).  Mais,  si  Vm\  observe  cpic  les 
dérivées  w" ,  iv"  calculées  par  (19)  peuvent  différer  notablement  des 
valeurs  vi  ritables  z",z"',  celles  AeAV,  i»/ étant  au  contraire  sulfisanunent 
a|)procliées,  il  sera  avantageux  d'opérer  de  la  manière  suivante,  que 
nous  avons  iléjii  indiquée. 
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Eu  prenant  les  df'>riv('es  totales,  on  a  les  relations, 

I  ?  (  =  )  =  ". 

1     '/     \         f    I  f    \\         i  fii.r  —  a)- 

[  ?  i^)  =  [?  (-); -1 — [' -,: — J=0' 

on  pent  donc  substituer  aux  dérivées  partielles  [<p'{z)),  (9"(z))  le  com- 
plément des  dérivées  totales,  pourvu  toutefois  que  (v  et  (v' soient  assez 
rapprochés  de  z  el  s';  les  autres  dérivées  iv",  t\'"'  seront  alors  calrulées 
au  moven  des  dérivées  totales  de  l'équation  proposée. 
En  opérant  ainsi,  on  a,  pour  x  =  i-j, 

i  »'  =86,421,       (r'  =  6,o57,  w'- =    36.G86. 

■^^'      /«'"=    0,4675,     (?'"'  =  0,1 '|52,     /     (î''V/.r=  '141,932, 

et  Véquation  réduite  donnerait 

(r"  =  0,41817,     (("=0,02887. 
On  a  encore 

,  Ç  («.)=— 0,086,  ■     (<p'H)=+ 0,4 166,        (05"(Mf))  =  -hO,ir32, 

('--)) (5:(^)__,j^,,,    (?;("'))^.^o^3o8. 

'     9(iv)  ""     ^^         ('f  ("M) 

L'expression  qui  donne  z  est,  d'après  (23),  en  faisant  F  si  =  2 


(^^)  ^—^       WTw))       i[w"       (y"('^' 

les  autres  dérivées  s'obtiendraient  en  faisant  successivement  F(  s)  =  z', 
s" Si  l'on  fait  F(=)=  j  z'-dx,  on  a 


/     z-  dx  —   {     w 


-  dx 


{o'{w))  >    (211'"   __   (/(ty))) 


Substituant  les  nombres  aux  (luantités  qui  entrent  dans  ces  formules. 
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on  obtient  définitivement,  pour  a^  =  17, 

G=    86,42r    H- 1,221=    (S'7,6'i2, 
z' =--      6,007    -1-0,096=      6,i53, 
(29)  {  s"=      0,4682, 

I     z'^dx  —  l\f\i,g'i       -1-7,45    =449.38. 

La  dérivée  z"  a  été  calculée  au  moyen  de  la  dérivée  totale  de  l'équa- 
tion proposée  et  des  quantités  z  et  z';  calculée  comme  z',  elle  serait 
z"  =  0,4975,  et  au  moyen  des  valeurs  tirées  de  l'équation  réduite,  elle 
serait  s"  ^  0,4212,  ce  qui  fait  voir  que  le  deuxième  progrès  (23)  est 
insuffisant,  ou  que  la  convergence  de  l'expression  fondamentale  pour 
z"  est  moins  grande  que  pour  z  et  z'. 

('.ommo  vérification,  on  a 

(p[z)  ^-H  o,oo3  ; 

les  valeurs  (29)  sont  donc  suffisamment  exactes,  mais,  pour  des  valeurs 
de  X  supérieures  à  17,  il  ne  serait  pas  prudent  d'effectuer  les  cal- 
culs avec  les  constantes  données  par  (21)  et  (22)  :  il  faut  prendre  les 
quantités  (29)  comme  valeurs  initiales  et  calculer  de  nouvelles  con- 
stantes par  le  même  procédé  que  plus  haut. 

Il  est  nécessaire  de  vérifier  si  l'équation  proposée  (16),  pro\enaiit 
de  l'élimination  de  ?<,  entre  les  relations  (i5)  ou  (7)  et  (10),  convient 
encore;  pour  cela,  la  première  équation  (i5)  donne 

'3o)  u,  = I ,931, 

quantité  plus  petite  que  ^s'=  2,o45,  ce  cpii  correspond  à  la  supposi- 
tion faite.  Il  convient  aussi  de  calculer  iin  et  la  valeur  corresjjondantc 
(le).;  la  relation  (8)  donne 

(3o)'  u,=  --^ =  2,  )'i7, 

et  l'on  tire  de  (11) 

>.  =  i'^z'  -U.^)^,  =  2  1,3-. 
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On  voit  qu'il  fiiut  poursuivre  le  calcul  :  on  prendra  donc  les  valems 
(29)  correspondant  à.  x  =  l'j  comme  valeurs  initiales  et,  changeant 
les  constantes  arbitraires  au  moven  des  formules  données  plus  haut,  on 
calculera  les  valeurs  des  inconnues  correspondant  à  ,r  =  20  ;  chan- 
geant encore  une  fois  de  constantes  en  prenant  pour  valeurs  initiales 
les  dernières  valeurs  calculées,  on  obtient  les  valeurs  suivantes  rnr- 
respondant  k  x  =  i\  : 

5=^141,93, 

z'=    10, 356, 

'^i)  \  z"=       0,7183, 


/    z'-dx  =^  go  i  ,20 
On  a  aussi 

f  3 1  )'  //.  I  z=  3 , 1 5  '1 ,     «2=3,174. 

et  la  N  aleur  de  X  correspondant  à  Uj  est 

(3i)"  '/.—  29,807. 

Ce  nombre  est  assez  rapproché  de  la  limite  /.  =  3o;  le  problème  qui  se 
présente  maintenant  consiste  à  déterminer  la  valeur  de  x  correspondant 
à  cette  limite. 

a.,  étant  plus  petit  que  ^,  il  faudra  satisfaire  en  même  temps  anx  re- 
lations (8)  et  (12)  au  moven  des  fonctions  s,,  s',,  les  fonctions  s,,  z.^ 
étant  toujours  nulles;   en  éliminant  u.,  entre  les  relations  (8)  et  (12^, 

suijnrimant  l'indice  de  î  et  faisant  t;^  =  -^j  on  a* 

Il  OA  90 


hz 


équation  transcendante  en  .r,  qu'il  faut  résoudre  par  rapport  à  cette 
(jiiantité,  puisque  :;  est  une  fonction  d(;  x. 
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Faisons  usage  de  l'expression  fondamentale    2'3  ,;  elle  se  réduit  a 
(33)  x  = 


©'(U-)  I    cp"(u') 


?("■)      ■>■  '■?("■) 

en  posant  F(5)  =  r,  et  nous  aurons,  d'après  (  Sa),  après  avoir  chassé  le 
dénominateur, 

l    3!(jr)  —  /     z'-dx  —  2/1:-'-, 

i  i  f.  \ 

(f'{x)  =  ='-—  '\hzz', 

!^"{x)  =  iz'  z"  —  !\hzz"  —  l\hz'-. 
Prenons  aussi,  pour  valein- fondamentale  de  x,  -\\'  =  'j.'\  ;  il  vient 
1  o(ii')  = -i- 0,78,       çi'(tv)  =  —  23,.)7,     ^"(u':.  =  — 13,71; 

>"ous  aurons  donc,  d'après  f33i,  pour  la  solution  de  léquation 
transcendante  (Sa), 

3G)  a-  =  24.  22(). 

Il  reste  à  calculer  de  nouveau  la  quantité  :;  et  les  fonctions  de  ;  cor- 
respondant k  X  =  24, 229;  on  trouverait  facilement 

(36)'  z  —  \!\4,']i,     s' =10,520,      /"c'-r/cT  =  925, 7(j. 

Comme  vérification,  (7)  et  (10)  donnent 

II,  —  3,  2066,     /  --  3o,  002  ; 
puis    8)  et  (12), 

?/,=  3,207),     ^- =  ''O'QO'- 

Les  résultats  obteinis  présentent  une  exactitude  sidfisante  |)our  passer 
il  la  détermination  des  profils  de  la  troisième  partie  du  nuu'. 

Troisième  partie.  —  D'après  les  conditions  que  nous  nous  sommes 
imposées,  il  existe  deux  profils  courbes  dans  la  partie  inférieure  du 
mur;  le  profil  d'aval  sera  toujours  déterminé  jiar  le  sxstèmedes  rela- 
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tioiis(7)  et  (lo),  et  le  profil  d'amont  sera  déterminé  parle  svstènie(S) 
et  (.2). 

Éliminant  u,  et  w.,  dans  chaque  système,  on  obtient 

z\—  /iz-,  -~  /i\z..-i-0  I    (.r  —  «  '  z",  dx 

I  1-0  I 


(■'7 


hz, 


;,—  ;,—  ()  f   (.1- -- a) :\d.r 
I      --ifir—j     z':-d.r 


«quations  différentielles  simultanées  qu'U  s'agit  d'intégr(>r;  nons  les 
rej)rés'enterons  respectivement  par 

(i.,{z,,z..)  =  o,     o.{z,,z^)  =  o, 

ou,  plus  simjilement,  par 

ç),(s,)  =  o,      o.,{z.)--=o, 

puisque  z.,  est  considéré  comme  fonction  de  ::|  dans  '^^,  et  Zf  connne 
fonction  de  r,  dans  ç,. 

Pour  effectuer  ce  calcul,  nous  adopterons  une  marche  en  tout  sem- 
blable à  celle  que  nous  avons  suivie  dans  l'intégration  précétiente  : 
nous  mettrons  les  équations  réduites  sous  la  forme  (i8);  les  valeurs 
fondamentales  seront  alors  de  la  forme  (  f  9)  ;  et  celles-ci  entreront  dans 
l'expression  fondamentale  (aS),  qui  donne  les  fonctions  cherchées. 

Mais,  en  examinant  la  composition  des  coefficients  de  la  seconde 
équation  (S;),  on  voit  qu'ils  ne  contiennent  que  des  fonctions  de  r,  et 
de  Z2.  ce  qui  fait  que  les  dérivées  partielles,  par  rapport  à  z,  et  z.^,  du 
premier  membre  de  cette  équation,  seront  identiques  aux  dérivées 
totales  de  même  ordre,  et  ces  dérivées  sont  nulles.  Il  en  résulterait  une 
indétermination  qui  rendrait  illusoire  l'expression  fondamentale  (23\ 
.si  l'on  n'opérait  de  la  manière  suivante  :  d'après  l'origine  des  équations 
(37),  il  est  indiqué  que  la  première  doit  déterminer  la  fonction  :;,.  et 
la  seconde  la  fonction  z..\  or  la  première  équation,  ne  présentant  au- 
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cune  particularité,  permettra  de  calculer  directement  la  fonction  ::|: 
cette  fonction,  une  fois  connue,  pourra  être  considérée  dans  la  seconde 
équation  comme  une  simple  fonction  de  a;  de  cette  manière  on  aura 


a,  U. 


s',  —  A    ;,  —  :.,  —  0  1     [x  —  a)zldx\ 

f   z\-dx~  f   z',-dx—2of    ix  —  a)z',::",cU^^(u-—i7y 
1  -'o  Jo       ~  J»  -    -  6 


f    (^-«)4 


dx 


,))  =  z',-h[z\-z^-6{a;-a)z^] 

I      ;',-  —  5',-— 26(x  — «■);',  ^1  z\—  -■:,—  U{,r  —  a)z. 


X 


Zt  —  z,—  (il     (j  — <?);■,  r/x         z,—  z,  —  ol     {.f  —  a)z'„d.c 
f   ,-7-  dx  —  f   z^djc  —  i^f   {x  —  a )z,  z,  dx^hx-ay 


(38) 


'g)",(z,))  =  z"[~  h[z\  —  z\  —  Q{x  —  a)z'l'] 

_  z\  z\  —z',z:\—^ix  —  a)( z':- -i-  z\ z"^ )  _^        z\~z',  —  ^{x  —  a)z^ 

Zt—z,—  »!     (x—a)z'',dx  ^1— ;,— 0/     {x  —  a)z"^dx 

z',-  —  z'.-  —  lOix  —  a) z',  z",                z",  —  zl  —  0(x  —  a)z''^ 
X  ~ '- ^^ -   -    H ! ^ — ;:r —2 — 

Zi  —  z, —  1)1     (x  —  a)z",dx        ^,— ;,— 6/     {x  —  a)z\dx 
•^  0  ■•  0 

J'     z\-dx—l     z'.^-dx  — 9.0  I     {x  —  a)z'.2zldx -^- ■:t{x  —  ay 


X 


X  - 


Zt—z,  —  ^'f   {x  —  a)z',dx 

I  -I  — -s—  /     (x  —  a)z\dx 
I     z'^-dx—j     z^dx-'-iOl     {x  —  a)  z\z^dx -^ -{x  —  ay 
Zi  —  ;  j  —  6  /     {x  —  «  )  -  j  dx 
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^,(.0  =  < 4-  h{z,  -z,)-{  --^ — ,j:  '- , 

I     z\-  dx  —  1     z'}  dx 

,    ,  ,      ,,  „         .  _,  r       z'.}       _       ^3        \_  -h -K 

''hc^){^'^'^"-''~     '^  "-  a    -1  —  52  5,-32    2  -1  —  =2 

'-'  ■  --X  --2  ■*  (.-l  -2^  ~1  --2 


r    z'r-dx—  f    z'^dx  f   z}dx~^  (    z'h/x 


^    2  3,-32  '       ^     (=1-^-2)'       2 

et  les  dérivées  totales  seront 

,  ,      ,         /    '  /      \\  '  0(.r  — o)- 


3,— 32— 8/      (x  — n)32a?x 
1^0 


O, 


?".(^.)  =  (?".(^«))  +  /*5< 


4")(  3,-3,-0 


6  (  rtT  —  .r  +  3;  3';  ")  I-,  ^,        3',  —  3',  — e(.r  — ff)3; 


f    {x-a)z",dx         '^  l3,-32-0y    (.,--«);>/.,■  I 

/     z"{dx—\     z'^dx  —  2^l     {x  —  a)z\z\dx  ■+ it{x  —  (lY 

-lez-'^ V 7^-^ '-^v-^ ^"• 

3,-32-er  (.r-«)3;arx| 

/     z\-  dx  —  /     z'^-dx 

9'A^.)  =-  (?;(-.))  +  ^=;  -  5  ^  +  :~h;  i 7;:=T. =  •'• 

(/,l)    (  ,  ,     ,  „  ..         f'^^^clx-f'zidx 

z',     2  z',- —  z'.Z, —  3,-       .1  3,  Jo  -0 


'1     ^  -1  "1  • 


2  (3,-32) 

'-dx 
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Z,  —  3,        I    .'0  -'o 

5o 


^^^^Z^-Z^Y    2  3,-32 
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Ces  relations  nous  permettent  de  déterminer  les  valeurs  initiales. 
La  seconde  équation  (37)  est  identiquement  satisfaite  pour  j:-^  24,22c), 

puisque  les  quantités  z.,,  z\  et  /    z.^dr  sont  nulles,  et  la  dérivée  totale, 

première  équation  (40'  lionne  z".-,.  La  première  équation  (37)  est  ainsi 
satisfaite  pour  les  valeurs  précédentes,  en  faisant  de  plus 

/    [.T  —  a)z''.,dx  =  o,       f    fa-—az.,z".,f/x~o, 

•  0  '0 

ce  qui  est  conforme  aux  conditions  du  problème.  La  dérivée  totale, 
première  relation  (4o),  donnera  z\,  valeur  qui  diffère  de  la  quantité 
z"  =  0,724(3  du  profil  précédent  à  cause  des  nouvelles  quantités  qui 
entrent  dans  l'expression  de  z"., . 

On  a  ainsi,  à  l'origine,  pour  a-  =  24,229, 

,=^r44.^'.      r-,  =  io,-j2'>,       z]=       n,'-]j6,     I     z^-dr  =^  C)7\.r(\, 

i'i'i)  '  z.,=zo,  z'.=  n,  s",=  —  o,()8'|  I,      /     zjda=n. 

j  .  '^0 

I     /     (x  —  a)z'.,dx  ^  o,       I     [x  —  a)z\z.^dx  =  n. 

Maintenant,  si  l'on  veut  prendre  pour  valeurs  fondamentales  des 
quantitésde  la  forme  (19),  on  observera,  d'après  (21),  que  l'on  aurait 
une  quantité  infinie  pour  r,  correspondant  à  z.,;  les  expressions  (19) 
ne  peuvent  donc  convenir.  Le  moyen  le  plus  simple  de  lever  cette  diffi- 
culté est  de  mettre  ici  l'équation  réduite  sous  la  forme 

(43)  w'  —  /n\'  —  pr  —  q  ^  n, 

qui  est  suffisante;  nous  l'adoplerons  j)our  les  deux  profils  ('). 


(')  On  aurait  pu  aussi,  dans  (18),  substituer  avec  avantage  à  la  fonction  se" 
la  fonction  plus  simple  psc  -+-  q. 
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Nous  aurons  donc  ainsi 

(44)'  .   w'.,  =  M._ke'"-i-\\,, 

et  les  constantes  seront 

,   M,  =  ^^l^e-' ■''••-'=  +  883,0 1  2, 

î^»^)  I    V,=^  io,S2o— M, he'' -'•--"=- 2'6, 1-22, 

'   Q,=.  r4'|,3i  -  M,  A- e'' -''•"■•' -P.24, 229  =  -  809,36; 

1  ivL=-"^J^e-^^^-^"--99,47', 
(45/        •     \\,=  -MJie''-'-"'^^3,']8';, 

'   Q,  =  —  Mn/re'' -'•--'■>  —  P.2/1,  229  =  +  78,(364. 

Un  a  ensuite,  pour  les  intégrales  définies, 
(46)       ("  ^v;d.r  =  'MV'^"''''^  aM.P.e'"  -t-  PJa:  -~r  iaSiS.aCi: 

f»'';d,r  =  mVie"'-'+  2-M„P,e'--'- ^  VU  -  620, 63, 


(W 


f  [x  —  a)w\_d.r  —  ^Ijiix  —a—  ^  je''-' —  97.600. 
^'  [x  -  a]wy^dx^  \m,lv{^v  -a-  ^^je-'"' 

+  M,  P,  h(x-a  -  j)  e'-'  -  1 664  ^"^ .  3 1 


(/|7) 
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Nous  pouvons  à  présent  Ciilculcr  les  ordonnées  du  douljle  jirofil,  pour 
une  valeur  donnée  de  x,  par  exemple  pour  a-  =  3o. 
On  a  successivement,  dans  l'ordre  des  calculs, 

XV,  =  -I-  218,02, 

(V',  =  -i-   10,  I2'3, 

I    w'^dx  =  +  1877,  i3, 

"•0 

«^2   =   —    I  ,  46  '1 , 

(r'o  =  —  0,5 182, 

/     ivjdx  =  -r-  o,  )0, 

•-  0 

/      X  —  a , n\  dx  --  ^  11,  lO'-i. 

/    [X  —  a) w\ w\  dx  =  -I-  3 , 1 o5 , 

w\_  =  —  o,  l4'-i2, 

ç'â^i*',)  = -H  o,  178,  »  1''^ 

(y', (w,  ))  =  -(- 0,6937,  «  ("" 

h",  =  -I-  o,8io3,  "  2* 

«v'ô  =  — 0,01 3.5,  "  5^ 

(  y",  (V,  ))  =  +  o,  00 1  o,  »  ■-•-"■ 

n"  =  -I-  0,0  J4Ï,  »  >" 

l'équation  réduite  eût  donné 

iv",  ^      o,8'|r),      1*',=       0,0188, 


d'après  l'ex 

)ress 

(44). 

•' 

(44), 

» 

(-.6), 

» 

(44)', 

» 

(44)', 

» 
» 

(46)'. 
(46)'. 

» 

(46/, 

d'après  la  2''  express.  (3r))  et  1'*  ('(  i), 

i'-«  ..  (38; 

«  i'"  »  (4")  derniers  tenues, 

2*  ..  (38)et  i"-(4o,. 

3^  ..  (39)  et  2"  (4i;, 

I)  2"'  »  ('|o)  derniers  termes, 

i''  «  (38)  et  2^(4oj; 


W .^  =  —  o,  09  ),        U'o 


(  )n  en  déduit 

(47)' 


1»'"  -VD  "'l 

-^  =  ^-o,  j5)8,  -4 


-h  o,oot4, 
-h  (),()(')72  ; 
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par  suite,  l'expression  fondamentale  (23),  savoir 

^    '  '     '       (/f'('v)l        1  i(F"(^v))        (?',(>»0)j 

tpi.rj  2((F'(<r))         (o'(»-))\ 

(loiHiera,  en  mettant  ^p,  pour  ç  et  successivement  :,,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées, puis  l'intégrale  définie  désignée  plus  haut,  pour  F[z), 

z,=    218,020    -    3,632    =    21'',, 388. 
r',  =       i'),i23    —    o,2oG    =       i'|,<)i7. 
'    '        '1  '•"  ^        0,810!    -    o,oi4o=;        o, 75)63, 

f      /       z'^dx—    1877,13         —     K),02         =    1827,11: 

les  seconds  termes  de  ces  quantités  proviennent  respectivement  des  di- 
visions suivantes  : 

l5,I23    0,8lo3    0,0545    222,52 

4,164  '      3,980  '      3,897"'      4,432  ■ 

Avec  ces  valeurs  de  s,,  s', ,  .    .,  on  calcule  les  quantités 

œ,(w2)  =  -f-  o,o'i7'i,  d'après  la  i"^expre.ss.  (39), 

i  (ç,;(^^>j))  =  —  o,  io8'(,  »           I""        »         Cl i)  derniers  tonnes, 

(/|f))  ;              tv;  =  -o,i36|,  »          2"=         ..        (3())  et  l'-'Cn). 

1  ^y';(îV2))  =  - 0,0061,  "          2^         "         Cn)  derniers  terni(>s. 

1             „■'"  ^  ^  0,0161,  »         3''        »        (3())et  2*^  (/|i). 

On  en  déduit,  avec  les  cpiantités  n:,,  ^r\  de  ('17), 

(l>[l))    _  _  „    ,.8-0,        <4^^1^    -  +  0,0,Ui2. 

'•!»■  1    '       „." 

— ?  —  H-  o,  263i,  — :  —  -I-  o,  1  iSo, 

.  "'2 
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et  l'expression  fondamentale  (23)  donne 

1^2  =  --  1,464    —  o,'238    —  -   1,702, 
z'2  =  —  0,5 182  —  o,o6o4  =  —  0,5786, 
\'    '  1  z".-^=^  —  o,  i364  —  0,0070  =  —  o,  1434. 

[    /     3!,'c?,r  = -1- o.jo      -4- o,  I  )      =:^-ho,G3; 

les  seconds  termes  de  ces  quantités  proviennent  respectivement  des  di- 
visions 

o,5i8'?       0,1 36-4       0,01  (il       o,3(j8 

2,1786   2,256i    2,287    2,o52 

Pour  le  calcul  des  deux  dernières  intégrales  définies  de  (47)»  o"   '^ 
respectivement 

(F"(.t'..))     (^ -«)»•:     ^  ,^^ 

7ï?r, 77   =  7 7 — ^   =  O,  I  10, 

(F"(n-,))    _  (X  — ff)(n;  <<■':+ n-7)   _        „ 

et  ensuite 

l         /    (ic  —  a):'2c?j7=    -  1 1,492  —  i,5r2  =  — i3,oo4, 

' "■'■    i  r' 

f    /    {x—  a)z^z\dx=  -h    3,  lo)  +  o,832  =  +    3,937; 
les  seconds  termes  proviennent  des  divisions 

2,4lO  I ,767 

2,256       2,12/1 

Nous  pouvons  vérifier  maintenant,  au  moyen  des  (piantités  obtenues 
ClS),  (5o),  (5o)',  si  les  équations  proposées  sont  satisfaites;  nonsavons 
ainsi 

Ç,(?,)   ::=     -t-    0,0268, 
?!  (^2)    =      "  ">  OOOH. 

(le  résultat  montre  qu'avec  les  (ormides  dont  nous  n\(>Ms  fait  usage 
et  pour  l'approximation  qui  convient  il  n'est  pas  avaiUageiix  de  cal- 
culer les  ordonnées  des  |)ronis,  au  delà  de  .r     -  3o,  sans  changer  de 
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valeurs  initiales.  Cependant,  au  moyen  de  la  méthode  d'exliaustion.  il 
est  possible  d'avoir  une  approximation  plus  grande  que  celle  que  nous 
obtenons,  et  même,  avec  la  convergence  donnée  par  l'expression  fon- 
damentale (2^),  on  peut  arriver  rapidement  au  même  résultat  par 
lui  simple  procédé  de  répétition. 

En  effet,  substituant  les  valeurs  oiitenues  dans  le  second  terme  de  la 
première  expression  (4o),  on  a 

(t'.(2.))  =  + 0,7019, 
d  où 

'■'^''^    -    ■    0,0382, 


et  l'expression  fondamentale  réduite  à  ses  deux  premiers  termes, 

F(^)  =  F(w)-^(F'(w)), 
donne,  en  prenant  les  quantités  (48)  pour  valeurs  fondamentales. 

z,  =    2i4,388     -o,o382.   14.917    =    2i3,8i8. 
z\  =      ili,gi68  — o,o382.     0,7963=       i4,8864, 
'■^'^  ',  ^i  =        0,7963—0,0382.     0,0545=        0,7942, 

[      /       z'^dx  =    182-,   1  l  —  0,o382.222,52         =l8l8,6l. 

•-  0  • 

Avec  ces  nouvelles  valeurs  (5i)  et  les  précédentes  '5o)  et  (5o)'.  les 
équations  proposées  donnent  comme  vérification 

rp,{z,)  =       i4,88G4  —  4.9338  —  9.9499  =  -+-  0,0027, 
f-ii^-i)  —  —    0,5786  -h  4.7893  —  '1,2176  =  —  0,0069; 
de  là  on  déduit 

i  «,  =  14,8864  —  9.9499  =  4.936),  d'après  l'express.  (7) 

(^2)  J        ,  2        222,022  Q,  /  „>, 

I  Mj  =  + 0,5786  +  4.2176  =4.7962,  »  (8) 

(^3)  I  2  2i5,.52  -,  ,.„^ 

I  >-2-=  3  -^;7-  =  29,9)4  »  (12) 


Profil  du  mur 
Courbe  des  pressions 
Cube  de  la  maçonnerie 


Cube  de  la  maçonnerie         Échelle  de  O^OOS  pour  10  mètres 
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Les  résultats  auxquels  nous  parvenons  présentent  donc  toute  l'exac- 
titude désirable;   nous  vérifions  encore,   par  les  valeurs  de  u,  et  m. 

comparées  au  tiers  de  l'épaisseur  du  mur  ^{:-\  -+-  ^l)  =  5,i55,  que  les 

expressions  (7),  (8),  (10)  et  (12  ),  d'où  nous  avons  déduit  les  équa- 
tions du  problème  (Sy),  sont  bien  celles  qu'il  convenait  de  choisir. 

Nous  avons  ainsi  les  principales  cpiantités  qui  déterminent  le  profil 
d'égale  résistance  jusqu'à  3o™;  il  serait  lacile  à  présent  de  calculer  les 
valeurs  intermédiaires  et  même  de  poiu'suivre  le  calcul  du  ])rofil  jus- 
qu'à 4o"  ou  JO". 

L'épure  ci-jointe  {^g.  2)  résume  les  résultats  obtenus  : 

la  quantités,  +=2  donne  le  cube  de  maçonnerie  par  mètre  courant 

de  l'ouvrage, 
z\  et  2!,  donnent  les  ordonnées  du  profil  du  mur, 
s",  et  z\  l'inclinaison  des  profils  sur  la  verticale, 
M,  et  «2  l^s  points  de  rencontre  des  résultantes  des  pressions  sur  chaque 

joint  fictif  horizontal. 

Nous  terminons  ce  dernier  exemple,  qui  offrait  quelque  intérêt  à 
cause  des  difficultés  mêmes.  Nous  avons  refait  les  calculs  à  plusieurs 
reprises  afin  de  nous  rendre  un  compte  exact  des  résultats  que  pouvait 
donner  la  méthode  secondaire;  nous  avons  même  effectué  les  inté- 
grations par  un  moyen  complètement  différent  ('),  et  nous  sommes 
aujourd'hui  convaincu  que  les  méthodes  de  Wronski,  quand  elles 
seront  connues,  devront  se  substituer  rapidement  aux  procédés  ordi- 
naires, presque  toujours  insuffisants  et  compliques;  les  transcendantes 
élémentaires  pratiques  se  réduiront  alors  aux  logarithmes  et  aux  sinus 
de  tous  les  ordres,  ces  fonctions  comprenant  les  exponentielles  et  les 
sinus  du  cercle. 

La  méthode  que  nous  faisons  connaître  peut  avoir  tlès  maintenant 
de  nombreuses  applications,  mais  la  réussite  dépendra  surtout  d'un 
choix  judicieux  des  quantités  arbitraires  qui  entrent  dans  les  formules. 
On    sera   assuré   d'avoir   rempli    les    conditions    voulues    cpiand    les 

(')  Xous  voulons  parler  de  la  Méthode  secondaire  systématique  que  nous  avons 
rétablie  avant  celle-ci. 
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inconnues  et  les  fonctions  de  ces  inconnues  engagées  dans  les  équations 
seront  toutes  données  par  des  développements  d'une  convergence  à 
peu  près  égale. 

On  ne  peut  reprocher  aux  calculs  qui  précèdent  d'être  longs  à  exé- 
cuter :  les  avantages  qu'ils  présentent  les  rend  bien  supérieiu's  par  la 
précision  aux  tracés  d'épurés  et  à  tous  les  autres  moyens  employés,  ils 
n'ont  pas  d'équivalents;  les  deux  ou  trois  jours  de  calcul  qu'ils  peu- 
vent au  plus  réclamer  sont  peu  de  chose  comparés  aux  trois  ou  cjuatre 
campagnes  que  nécessite  la  construction  des  grands  murs  de  réservoirs  ; 
d'ailleurs,  quelles  précautions  ne  doit-on  pas  prendre  pour  assurer  la 
réussite  de  pareils  ouvrages?  Les  calculs  ne  sont  pas  aussi  pénibles 
qu'ils  semblent  être  au  premier  abord  :  il  suffit  d'examiner  la  disposi- 
tion des  formules  38  ),  (3()j,  (4o)  et  (4i  pour  s'en  convaincre  et,  en 
faisant  us;ige  de  procédés  expéditifs,  le  travail  se  trouve  très  sensible- 
ment réduit;  c'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  très  simplement  les 
dérivées  secondes  de  o,  et  de  o.,  au  moven  de  la  règle  à  calcul. 

Dans  la  pratique,  les  profilsne  se  déterminentpas  comme  nous  l'avons 
admis;  pour  des  raisons  relatives  à  l'exécution  des  travaux,  les  murs 
présentent  un  frnit  dès  la  partie  supérieure  et  les  raccords  des  diserses 
courbes  ont  Heu  insensiblement;  il  suffit  donc  de  vérifier  si  le  profil  que 
l'on  adopte  ne  s'écarte  pas  trop  des  conditions  d "égale  résistance,  en 
considérant  les  sections  de  rupture  probable  et  non  des  joints  fictifs 
horizontaux  qui  n'ont  aucune  raison  d'être  a  ^n'o/ï  d'après  le  mode  de 
construction  usité  en  pareils  cas.  Enfin  si  l'on  admet,  comme  on  doit  le 
faire  pour  les  matériaux  avec  lesquels  sont  construits  ces  ouvrages,  une 
résistance  supérieure  à  celle  de  6^^  que  nous  avons  supposée,  les  calculs 
se  trouveront  notablement  simplifiés  pour  une  même  hauteur,  et  on 
réalisera  de  jjIus  une  économie  sur  la  construction;  en  effet,  jusqu'à 
une  hauteur  de  40"'  environ,  et  ménje  au  delà,  et  pour  une  résistance 
de  S**^  à  9''^  par  centimètre  carré,  la  partie  courbe  d'amont  n'aura  pas 
(le  raison  d'être  et  les  calculs  ne  se  rapporteront  qu'à  l'intégration 
dune  seule  équation  différentielle,  comme  l'ccpiation  ;  iG  ;. 

Mais  CCS  considérations  sont  étrangères  à  notre  sujet  :  notre  Imf  était 
d'indiquer  seulement  la  marche  des  calculs  dans  une  application  im- 
portatUe  de  la  nouvelle  méthode. 
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RÉSUMi;     DE    LA     METHODI:. 

Avant  d'abandomier  le  sujet  qui  nous  occupe,  il  ne  sera  peut-être 
pas  inutile  de  donner  l'expression  calculée  du  troisième  progrès  de  la 
génération  neutre.  D'après  les  notations  adoptées,  nous  avons,  eu 
mettant  pour  simplifier  9  à  la  place  de  o{w), 

,.    ,';i7;7-H^J      T  ^~  (7)1    ?      (<?')' s  (.";] 


'■i  ) 


Ce  troisième  progrès  ne  se  réduit  pas  au  second  en  foisant  u •"  =  o  et 
0'"=  o.  Si  au  lieu  de  y  on  avait  F  (7)  dans  le  premier  membre,  il 
suffirait  dans  le  second  de  mettre  F(ïv),( F (u-)),  (F"(w)),  (F"'(h'))  au 
lieu  de  w,  w',  w",  u-'". 

Nous  nous  sommes  servi  decette  expression  pour  résoudre  l'équation 
transcendante  (Sa)  du  dernier  exemple,  en  partant  de  la  valeur  fon- 
damentale w  =  2'i,  de  l'inconnue  ce,  au  lieu  de  celle  que  nous  avons 
admise  dans  les  calculs  précédents,  (P=  ^4;  l'expression  107  •  prend 
alors  la  forme  plus  simple 

10        ,  ^     t»  (<?')        3    (œ") 

(108)  y  =  <^'  -  -  (Yj <*'    (^  _  ('fli  _  '  (jn  ■ 

-f        (?■)      ^  Cf") 

Précisons  aussi  les  caractères  principaux  de  la  méthode. 

1°  Toute  équation  à  résoudre  ou  à  intégrer  par  rapport  a  nue  in- 
connue j', 

9  (  v)  =  o 

a  pour  solution  (2)  ou  (22)",  cette  inconnue  pou^ant  dépeiulre  dune 
varinble  indépendante  a;,  ou  de  plusieurs;  plus  généralement  une  fonc- 
tion déterminée  de  l'inconnue,  F(j),  a  pour  expression  (3)  ou  (22;  a 
laquelle  on  substitue  dans  la  pratique  une  réduite  telle  que  (107).  Ces 
expressions   fondamentales  contiennent  une   quantité   iv    totalement 
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arbitraire  en  ]:)rincipe,  et  sont  par  conséquent  des  expressions  tech- 
niques; elles  différent  en  cela  des  expressions  théoriques  dont  on  fait 
ordinairement  usage. 

1°  Quelle  que  soit  la  convergence,  ou  la  divergence,  de  l'expres- 
sion (3),  les  coefficients  étant  des  fonctions  déterminées  de  o  et  de  F 
formées  avec  les  différentielles  de  ces  fonctions,  aucune  fonction  autre 
que  lafonction  F(y),  qui  dépend  de  l'équation  proposée,  ne  peut  être 
représentée  par  cette  expression.  Il  en  résulte  nécessairement  que 
l'expression  fondamentale  représente  dans  tous  les  cas  la  fonction 
cherchée.  C'est  là  un  point  très  important  qui,  cependant,  n'est  généra- 
lement pas  admis. 

3°  Les  différentielles  des  fonctions  o  et  F,  ou  leurs  dérivées,  sont 
prises  seulement  par  rapport  à  la  quantité  (*'(  '  ).  S'il  existe  plusieurs  in- 
connues y,,  j^,  ...,  toutes  doivent  être  considérées  comme  fonctions 
de  celle  d'entre  elles  qui  sera  calculée  au  moyen  de  Téqualion  dont  il 
s'agit.  C'est  pour  cette  raison  que  cette  équation,  qui  devrait  s'écrire 

<p(rt'72-  ••  Va-  ...r,,j:-,,  ...;  =  o, 
est  simplement  notée 

r^  étant  l'inconnue  désignée. 

4"  La  résolulion,  ou  l'intégration,  d'une  équation  est  donc  ran)enée 
par  cette  méthode  au  calcul  des  dérivées  de  l'inconnue  et  à  la  déter- 
mination de  la  quantité  w. 

5"  Cette  quantité  w,  appelée  valeur  fondamenlale,  s'obtient  au  m()\en 
d'une  équation  réduite  que  l'on  peul  toujours  former,  même  de  |du- 
sienrs  manières. 

G"  Dans  les  applications,  il  est  nécessaire  que  les  développements 
présentent  une  convergence  suffisante;  la  condition  princi|)ale  de  cette 
convergence  est  que  la  valeur  fondamenlale  w  diffère  aussi  peu  que 


(')  Nous  avons  fait  usage  d'une  ancienne  notation  des  différentielles  partielles, 
au  lieu  de  celle  qui  est  adoptée  ordinairemeni;  la  première  a  l'avantaire  de 
pouvoir  èlre  employée  pour  les  dérivées  parlielles,  ainsi  (|ae  cela  se  prcsciilc  ihiii- 
les  expressions  (loy)  et  (loS). 
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possible  de  l'inconnue  y,  ce  qui  conduit  à  rechercher  des  équations 
réduites  différant  aussi  peu  que  possible  de  l'équation  proposée.  Aussi 
l'équation  réduite  devra-t-elle  être  de  même  nature  que  celle-ci,  c'est- 
à-dire  que  ces  équations  devront  être  du  même  degré  ou  du  même 
ordre. 

7"  Si  l'on  ne  pouvait  obtenir  ainsi  la  convergence  voulue,  on  aurait 
recours,  pour  augmenter  la  convergence,  et  même  pour  y  parvenir  si 
elle  n'existe  pas  primilivenient,  à  l'un  des  procédés  auxiliaires  indiqués, 
lesquels  peuvent  être  mis  en  usage  ensemble  ou  séparément. 

8"  Si  l'équation  réduite  ne  donne  pas  les  dérivées  fondamentales 
avec  une  approximation  suffisante,  on  aura  recours  à  la  différentiation 
(le  l'équation  proposée,  ou  des  équations,  s'il  en  existe  plusieurs,  et  par 
de  simples  résolutions  d'équations  linéaires  on  obtiendra,  dans  tous 
les  cas,  les  dérivées  cherchées  à  partir  de  l'ordre  immédiatement  supé- 
rieur à  celui  qui  caractérise  l'équation  proposée  comme  équation  diffé- 
rentielle. Ainsi  pour  les  équations  algébriques  ou  transcendantes,  ou 
pour  les  équations  aux  différences  Unies,  les  dérivées  peuvent  être 
toutes  ainsi  calculées. 

9°  Si  les  dérivées  de  9  par  rapport  à  y  se  confondent  avec  les  dérivées 
totales  de  cette  fonction,  l'expression  fondamentale  présentera  une 
indétermination.  On  évite  cet  inconvénient  en  considérant  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  de  y  entrant  dans  les  coefficients  de  l'équation  comme 
des  fonctions  de  .r,  et,  conduisant  les  calculs  comme  dans  le  cas  ordi- 
naire, on  parviendra,  par  des  approximations  successives,  à  obtenir 
l'inconnue  (  '  ). 

JMalgré  les  imperfections  que  l'on  ain-a  pu  rencontrer  dans  notre  tra- 
vail, nous  espérons  nous  être  fait  suffisamment  comprendre  pour  qu'il 
soit  possible  dès  maintenant  de  faire  l'application  de  cette  méthode  aux 
questions  difficdcs  de  Mécanique  et  d'Astronomie,  Sciences  qui  sont 
;uijourd'hui  arrêtées  dans  leurs  développements,  par  l'impossibilité  où 
l'on  est  de  résoudre  ou  d'intégrer  avec  une  exactitude  suffisante  les 
équations  que  l'on  est  parvenu  à  établir. 


(')  Ce  procédé  nous  paraît  être  le  seul  applicable  dans  ce  cas,  contrairement 
à  ce  que  nous  avons  indiqué,  à  propcis  de  l'intogralion  des  équations  différen- 
tielles, dans  la  note  qui  fait  suite  à  l'expression  (aS)". 
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Dans  un  complément  nous  donnerons  les  démonstrations  et  les 
développements  théoriques  que  nous  avons  dû  omettre  jusqu'ici. 

A  présent,  nous  pouvons  citer  les  paroles  suivantes  de  Wronski  ('), 
elles  ne  paraîtront  sans  doute  plus  exagérées  : 

Nous  obtenons  donc  ainsi,  d'une  manière  absolument  générale,  par  l'appli- 
cation  de  notre  méthode  élémentaire  secondaire,  la  solution  complète  des  équa- 
tions conjointes,  quels  que  soient  leur  nombre  et  leur  genre,  soit  primitives, 
immanentes  ou  transcendantes,  soit  dérivées,  aux  différences  ou  aux  différen- 
tielles totales  ou  partielles.  Et  les  géomètres  remarqueront  sans  doute  que  c'est 
là  précisément  la  solution  du  problème  le  plus  grand  et  le  plus  difficile  de  leur 
science,  de  ce  problème  immense  qu'ils  osaient  à  peine  envisager  dans  son  infinie 
généralité. 

Il  nous  reste  à  adresser  tous  nos  remerciments  à  M.  Resal  qui  a 
bien  voulu  accueillir  ce  travail  dans  son  Journal  ;  nous  lui  en  sommes 
d'autant  plus  reconnaissant  que,  jusqu'à  ces  temps  derniers,  les  géo- 
mètres, pour  la  plupart,  ont  accordé  peu  de  faveur  à  tout  ce  qui  se 
l'apporte  à  l'œuvre  de  Wronski.  Nous  remercions  également  M.  Yvon 
Villarceau,  le  savant  astronome,  d'avoir  bien  voulu  nous  donner  ses 
encoiu'agements  et  ses  conseils  pendant  la  rédaction  de  ce  Mémoire. 


(')  Réforme,  t.  I,  page  cxvij. 
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Sur  l'équilibre  d'un   cylindre  élastique; 
Par  m.  SCHIFF, 

Professeur  à  l'Académie  d'ArlUlerie  de  Saiat-Pétersbourg. 


Dans  la  théorie  de  l'élasticité^ des  corps  solides,  on  est  obligé, 
afin  d'éviter  les  difficultés  qui  se  présentent  dans  la  résolution  des 
problèmes,  de  faire  certaines  hvpotlièses  sur  la  nature  des  forces  d'élas- 
ticité, suivant  le  cas  que  l'on  considère.  Ces  hypothèses  se  rapprochent 
plus  ou  moins  de  la  réalité  et  facilitent  l'intégration  des  équations  de 
l'élasticité. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  ce  mode  de  résolution  des  problèmes 
est  d'une  grande  fécondité,  les  solutions  obtenues  à  l'aide  de  ces  hypo- 
thèses étant  bien  d'accord  avec  les  résultats  de  l'expérience  JMais  il  y 
a  des  cas  où  les  solutions  ainsi  obtenues  se  trouvent  en  contratliction 
avec  l'expérience.  Une  telle  contradiction  s'observe,  par  exemple,  quand 
on  traite  le  problème  de  la  pression  des  cylindres. 

Dans  ce  cas,  les  résultats  obtenus  comme  conséquence  de  l'important 
et  très  élégant  problème  de  M.  de  Saint-Venant  différent  beaucoup  des 
résultats  fournis  par  l'expérience.  Nous  allons  examiner  les  causes 
principales  de  cette  contradiction  : 

i"  Dans  la  solution  du  problème  de  M.  de  Saint-Venant,  on  admet 
que  les  fibres  parallèles  à  l'axe  du  cylindre  ne  subissent  pas  de  pressions 
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normales,  ce  qui  n'est  vrai  que  pour  les  fibres  formant  la  surface  latérale 
du  cylindre;  mais  rigoureusement  on  ne  peut  pas  affirmer  la  même 
chose  lorsqu'il  s'agit  des  fibres  situées  au  milieu  du  cylindre:  celles-ci 
peuvent  subir  des  pressions  normales. 

2"  Dans  la  théorie,  on  admet  que  l'effort  de  la  pression  est  dirigé 
rigoureusement  suivant  l'axe  du  cylindre;  mais  ceci  est  difficile  à 
réaliser;  ordinairement,  en  dépit  de  tous  les  efforts  qu'on  met  à 
centrer  le  cylindre,  son  axe  fait  un  angle,  quoique  très  faible,  avec^ 
la  direction  de  la  pression;  de  là  résulte  une  flexion,  qui  est  la  cause 
de  la  différence  entre  le  phénomène  observé  et  les  prévisions  de  la 
théorie. 

3°  Entre  les  plans  des  bases  du  cylindre  et  les  plans  qui  le  compriment 
il  se  produit  un  frottement,  quelquefois  assez  considérable,  qu'on  né- 
glige dans  la  solution  du  problème  de  jNI.  de  Saint-Venant. 

4"  En  discutant  le  problème,  on  admet  que  le  corps  est  parfaitemeiU 
isotrope,  ce  qui  n'est  pas  tout  à  fait  rigoureux. 

On  admet  ordinairement  que  la  différence  entre  la  théorie  et  la 
réalité,  dans  le  cas  considéré,  proyient  seulement  de  la  deuxième  et 
de  la  quatrième  des  causes  indiquées  ;  mais  il  faut  admettre  que  les 
autres  causes  jouent  im  rôle,  sinon  plus  grand,  au  moins  aussi 
important. 

Je  m'en  suis  assuré  dans  une  série  d'expériences  sur  la  pression  de 
cylindres  de  caoutchouc  que  j'avais  exécutés  dans  le  but  d'étudier  les 
particularités  de  cette  substance.  Dans  ces  expériences,  j'ai  constaté  les 
effets  suivants  : 

i"  Le  cylindre  se  change  pendant  la  pression  en  une  sorte  <k'  corps 
de  révolution  convexe. 

2°  Quand  on  retire  le  corps  de  la  presse,  après  une  pression  consi- 
dérable, les  bases  du  cylindre  cessent  d'être  planes,  en  prenant  la  forme 
de  surfaces  de  révolution.  Si,  au  lieu  de  cylindres,  on  comprime  des 
troncs  de  cône,  des  segments  sphériques  ou  ellipsoïdaux,  ceux-ci,  grâce 
aux  concavités  qui  se  forment,  se  trouvent,  quand  la  pression  cesse, 
fortement  attachés  à  la  partie  de  la  presse  en  contact  avec  les  bases, 
de  sorte  que,  pour  les  en  arracher,  il  faut  employer  un  effort  assez  con- 
sidérable 
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3°  Si  l'on  coupe  un  cylindre  ainsi  di  formé  suivant  un  plan  diaméiral, 
ce  dernier  se  change,  presque  instantanément,  en  une  surface  qui  rappelle 
beaucoup  celle  d'un  paraboloide  hyperbolique. 

Tous  ces  phénomènes  nous  paraissent  prouver  clairement,  au  moins 
pour  le  caoutchouc,  que  pendant  la  pression  il  se  produit  en  effet,  entre 
les  surfaces  en  contact,  un  très  grand  frottement,  et  que  les  fibres 
|)arallèles  à  l'axe  subissent  des  pressions  normales.  J'ai  essayé  de  di- 
minuer le  frottement,  en  graissant  les  bases  du  cylindre  avec  de  la 
stéarine,  du  talc  ou  du  graphite.  Dans  ces  conditions,  la  déforma- 
tion du  cylindre  était  chaque  fois  notal)lement  moindre  et  les  com- 
pressions étaient  beaucoup  plus  grandes  que  celles  qu'on  pouvait 
obtenir  avec  des  cylindres  de  mêmes  dimensions  non  graissés,  sou- 
mis aux  mêmes  efforts,  toutes  les  autres  conditions  restant  identiques 
d'ailleurs. 

Certes,  tous  ces  résultats  des  essais  faits  avec  le  caoutchouc  ne  peuvent 
pas  être  entièrement  appliqués  au  cas  de  la  compression  d'un  solide 
élastique;  néanmoins  on  peut  affirmer  que,  même  dans  un  tel  corps, 
il  se  passe  quelque  chose  d'analogue,  les  effets  ne  différant  dans  les 
deux  cas  que  par  leur  degré  d'intensité.  Ce  que  je  viens  de  dire  s'est 
trouvé  confirmé  par  des  essais  que  j'avais  faits  avec  un  grand  nombre 
d'échantillons  de  caoutchouc  en  allant  des  plus  mous  aux  plus  durs 
jusqu'à  l'ébonite.  On  voyait  clairement  la  transition  successive  du 
caoutchouc  au  solide  élastique;  les  phénomènes  indiqués  se  produi- 
saient toujours.  Ces  expériences  m'ont  conduit  à  m'occiqier  du  pro- 
blème .suivant  : 

Trouver  l'étal  d'équilibre  d'un  solide  de  révolution  terminé  par  deujc 
bases  planes  soumises  à  des  forces  normales  appliquées  à  sa  surface  latérale 
et  à  des  forces  Inngentielles  appliquées  à  ses  bases,  ces  dernières  forces 
étant  symétriques  par  rapport  à  love. 

En  rapportant  le  corps  aux  coordonnées  .semi-polniresr,  oet  z,  il  faut 
admettre  que  tous  les  points  situés  sur  la  même  circonférence  de  la 
section  transversale  reçoivent  les  mêmes  déplacements.  Ceux-ci  sont 
indépendants  de  l'angle  o.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  proposons 
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de  donner  la  résolution  de  notre  problème  pour  le  cas  d'un  cylindre. 
en  nous  servant  des  coordonnées  semi-polaires. 

Dans  une  Note  postérieure,  nous  tâcherons  de  résoudre  ce  problème 
dans  le  cas  plus  général  d'un  solide  de  révolution  quelconque;  nous 
serons  alors  obligé  d'emplover  les  coordonnées  curvilignes  ortho- 
gonales, que  I.auié  désigne  sous  le  nom  de  coordonnées  isoslaliques, 
celles-ci  étant  en  effet  les  plus  commodes  dans  la  résolution  des 
problèmes  de  la  théorie  de  l'élasticité. 

Rapportons  le  solide  aux  coordonnées  semi-polaires  et  désignons  par 

n,  r  et  iv  les  déplacements  suivant  le  rayon,  la  perpendiculaire  au  plan 

méridien  et  l'axe  ; 
).,,  Xo,  ).:j,  ).4,  X5,  Xj  les  déformations; 
Pi'  Ri'  Pi- Pi' Pi'  Pc  Itîs  tensions  normales  et  tangentielles. 

Comme  toutes  ces  quantités  ne  dépendent  que  de  leur  distance  à 
l'axe  et  au  plan  des  coordonnées,  c'est-à-dire  der  et  de  z,  nous  aurons, 
en  supposant  le  cylindre  isotrope, 


^ hl,  .    p.,  =  —  , 


'      '  I    _i_    n   \    I   O  ri  '     /  /    -  I    __   Il   \     I   O  t A  -  / 


E        ,  E        , 

(lu  ,  // 


>s  -   dz        ^-^  -       Or       ' 

-  di-        .  on         ()ii- 

dz  i):  Or 


E  et  fjL  sont  les  coefficients  de  l'élasticité  longitudinale  el  transversale 
et  0  la  dilatation  cubique. 
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Les  équations  générales  d'équilibre  du  cylindre  seront 


ÔP;           'i                OP:, 

Or         /■'            Oz 

<>Pt.      ,       '            ,      <^/'3 

lJ7  +  7/^«+-^7  =  °' 

ou  bien 

I         f}0         ^)=(^          I   Ou          II          0- Il 

(i) 

^ — h-r^H i- 5-1-  -r-;  —  "' 

\      / 

I  —  2iJi.  Or         Or-          r  Or         r-          dz- 

OU-          1   Ov           (■          0-v  _ 

(2) 

Or-          r  Or         r-          Oz- 

t        âO         O'-'v         I   Oiv        O-iv 

(3) 

I  —  ajj.  Oz          Or-          r   Or          Oz- 

Les  équations  d'équilibre  sur  les  surfaces  latérales  sont 

(4)   (/',;Un  =  T,    (/,,;_,,  =  T,,   (/?,).=B=(/'.Uu,  =  (Pc;V=u  =  (M-i,,=  o. 

où  R  et  R,  sont  les  rayons  extérieur  et  intérieur  du  cylindre,  T  et  T, 
les  pressions  normales,  rapportées  à  l'unité  de  surface  et  appliquées 
aux  surfaces  latérales. 

Pour  intégrer  ces  équations,  nous  poserons 

Ou,  Ov.  <)i> , 

fi=-r^>     c=V'     "'=-;—; 
Or  Or  Or 

il  vient,  en  substituant. 


I      on 

_L_ 

0  /  0^-11,         I  Ou, 
Or\  Or'          r    Or 

O'u, 
+    Oz' 

I  —  2  jj.  Or 

M^ 

0  /0^i\          I   Ov, 
Or  \  Or-           r    Or 

O'-v 

I  —  2  jx  Oz 

+ 

0   fO-iy,          I   d.r, 
Oz  \  Or'    "^  /■    Or 

+    Oz' 
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,  ,         .  ,  .  1)1/ ,     ()i'i      .   àtvi 

(.omnie  nous  n  avons  besoin  que  des  expressions  -r-^  >   -,—  et  -.^^ 

nous  pouvons,  en  intégrant  ces  équations,  annuler  les  fonctions  arbi- 
traires lie  l'intégration;  nous  aurons  ainsi 


^     '  I  —  '.  ;j.  <)/■-  r    ôr  dz- 

^     '  t)i-  /■    ijr  0:- 

(?>')  0  -h  -j-r^  H )-!   -h  -r-r  =  O 

'  I  —  i  |x  (J/-  /■    Or  d:- 

et 

(4')  5  =  ^;4i  +  :^  +  ^2;:!:i. 

^      '  or-  r    Or  dz- 

En  retranchant  l'équation  (3')  de  (1'),  il  vient 

()-(«,  — ir,)  I    ,)(,/,—  „•,)  <)2(„, _„,,)_ 

Cette  équation  donne,  après  l'intégration, 

I   a,  —  H'i  =a(r^— 23^) -H  log/-(/3c-t- y) 

où  a,  /5,  y,  5,  $0,  //2,,  ^,  sont  des  constantes  arbitraires  et  /s,  une  fonc- 
tion de  /•,  déterminée  par  l'équation 

d-a,  I    thi  , 

Désonnais  nous  n'écrirons  pas  l'indice  /  et  nous  désignerons  les  dé- 
rivées de  p  par  p',  p" , 

L'équation  (i')  donne 

^('~'l-^)g_        <)''("i  — "'i)  _        „/.        ..\fà^"i    .     '  <^''i     ,    f^'" 


V  /d'il,         I  «/«,         fA-//|  \ 
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l 

jr^  ^  r    ôr    ^    ôz'  2(.-a)L        ^  Zj         '  '  '  J 

En  posant 


nous  aurons 


«l'où 

„^  ^  3,'(,^  -  2Z^)  +  log/-(P's  +  7')  +  ^'z  +  ^;,  -^^a>(c'"'--+  q'e  '"'=), 

où 

d'où 

ou  bien 

cz  +  d 
.  Il  =  iar-\ — 

Iw  =  ib,z->^c,  logr  -H  e,  +^m'a)(e"''=  -  q'e-'"'') 
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Prenons  le  milieu  de  l'axe  pour  origine  des  coordonnées  et  remar- 
quons que  w  est  une  fonction  impaire  de  z-;  nous  aurons,  en  nous 
reportant  aux  conditions  d'équilibre  sur  la  surface  latérale 

c  =  c,  ^  e,  ^  o,      q'^  q  ^  i. 

Nous  devons  encore  poser  m'=  m,  car  autrement  nous  arriverions  à 
une  contradiction. 
Posons 

—      ^'p'      _  i±l, 

4(1  — , a)  2 

ou  H  doit  satisfaire  à  l'équation 

(7)  '  .  . 

¥a\  l  introduisant  dans  les  expressions  de  u  et  ir,  nous  aurons 

lu  =  2ar-\ h\  '—^[e'"'-i-e-"'^), 

(6')  I  '■      ^_' 

I  (v  —  ib^z  +  y  m'~^[e"'-  —  e~'"'). 

De  (2'),  en  nous  reportant  aux  équations  d'équilibre,  nous  obtien- 
drons pour  (',  et  V  les  expressions  suivantes  : 

r,  =  '—{a.z  +  bi)  —  (^  +  bnz-  +  c.,z  -^  d.A  -hV  4)(e"-+  q"e-'"), 

V  =  rîa^z  -+-  b.,)  -h\<\y{e"-  -h  q' e-"-), 
où 
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Les  déformations  et  les  tensions  auront  pour  exjiressions 

I-  ^  2  ^  ' 

I-  j^       2  1-        ^  ' 


/|I    . 


)..,  =  3^1+ >  nï-  — 


ainz    1     „—mz\ 


(9) 


I   4-    [A  (    I 

E 


Q   =^\a+-3.h, — ^  >  OT-p(e'"' +  e~'"-), 

2(i  — ;j.)^         r\  I 

Â5  =  7  « 4'' i e"'  —  q"e~"' )  +  ffo /', 

E        (        21JL         ,  ,      ,  ,  V'f'M'fs —  =;)  UW-0       1         ,„.  ,.,->/ 

»3=  ■ — ■ — (2a  4-  h,)+-ih,-^\\ p — L_^  h  e"'- +  £-'"-( 

'•*  1  -t-  |A  (   I  —  2|J.^  ''  ^  |_  2  2{l  —  ,a)J^  M 

Les  équations  d'équilibre  sur  les  surfaces  donnent 


I  —  :-i/,  =-it, 


a'),..u=0,       (0,..«.=  O.       ['•(7*')],.^..==<'>       K^'Ol    n,=  "- 
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En  tenant  compte  des  équations 


(a) 
•h) 

nous  aurons 


p   -h  -  p  +  m-  p  =  o. 


£   -h  ~E  -h  m' 


^"-h  -4''  +-  «'']'  =  ", 


Quant  aux  intégrales  des  équations  [a),  (b)  et  [c],  elles  peuvent  élre 
exprimées  sous  la  forme  de  séries  convergentes,  ou  bien  sous  la  forme 
d'intégrales  définies.  Ainsi  les  intégrales  de  l'équation  [a]  s'exprime- 
ront de  la  manière  suivante  : 


i  =  l  _ 

r.  {,     r     V  (— ■)''«" ''^'i    v(— 0''»"'" /'     I     '\) 


3  =  C|/     cos(mrcosiv.)dy. -h  C,  f    cos(»2rcosa)  logfrsin-a) //a       ('), 

ou 

p  =  C,  /  — =^^r/«  +  r.2/  log  ri^a 


'    ,„  —T  <Ji^  -+-  ni 

-m  j-1  » 


r -(-  m-]]  (la 


J  ««     l  ■ 


(')  Poisson,  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  t.  \1I,  (Jali.  XIX;  iSsS. 
(-)  S.  Spitzkb,  Vorlesungen  iiber  Differenlial-Gleivhungen.S.  i6;  1878. 
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Dans  le  cas  d'un  cylindre  plein  les  fermes  contenant  les  logaril innés 
<lisparaissent. 

Dans  les  intégrales  des  équations  («),  [h]  et  [c)  il  entre  six  con- 
stantes arbitraires  :  A,  B,  C,  D,  G  et  H.  En  outre,  m  et  «  restent  en- 
core indéterminés.  Des  équations  (lo)  nous  ne  pouvons  déterminer 

que  les  rapports  des  constantes,  par  exemple  t'  t'  T'  P  ^^^  ^P''^^  '^^ 
avoir  éliminés  de  ces  équations,  nous  en  obtenons  deux  (pii  peuvent 
servir  à  déterminer  m  et  ii.  Nous  indiquons  ici  la  manière  de  former 
ces  équations  seulement  dans  le  cas  d'un  cylindre  plein. 

Nous  nous  réservons  de  donner  dans  un  autre  Mémoire  la  solution 
complète  de  notre  jjroblème  pour  le  cas  d'un  vase  cylindrique  clos,  ce 
dernier  cas  étant  d'une  grande  importance  dans  les  applications.  Du 
reste,  à  l'exception  des  équations  servant  à  déterminer  m  et«,  toutes 
les  autres  sont  les  mêmes  dans  les  deux  cas. 

Dans  le  cas  d'un  cylindre  plein,  nous  avons 

p  =  AK;      oj  =  BK;     £  =  (2B-A)K-  . '^1*^,^  ;     <!' =  G'iM, 

où  A,  B  et  G  sont  des  constantes  arbitraires,  K  et  M  des  intégrales 
de  (  J  i)  ou  de  (i  2),  qui  ne  renferment  pas  de  logaritbmes.  Pour  r  =  R. 
l'équation  (10)  devient 

{d)  (2B-A)K.'+^^-;— ^  =  0. 

(^)  A[I-^-^;^]R'-^(2B-A)m=RK  =  o. 

(/)  2M'+n=RM  =  o; 

c4e  [d)  et  de  (e)  nous  pouvons  déterminer  m  et  le  rapport  - — r — -•  En 
effet,  nous  en  tirons 

[g)  [2(1  -  p.)  -  /nMl-]lv'-  -  /«'R-R'  =::  o, 

et 

[h)  (^-^^y=-î[i~iJ.)-m-[i\ 
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Pour  l'êprésenter  rcqiiatioii  (^>)  sous  forme  tlune  série,  nous  em- 
ployons la  méthode  suivante,  que  nous  empruntons  à  31.  KirclilioiT('  ). 

Posons  K-^=  H, ,  R'-  =  ÎI^  ;  alors,  en  vertu  de  (a),  II,  et  IL  se  déter- 
minent des  équations  suivantes  : 

(/•H,)"'+4»i'(/'H,)'+  ~   =^0' 

et,  ru  intégrant  ces  équations, 

K-  =  II,  =     1+  >  -— — - — r- m-'r-'   , 

I       ^        2\n\..[iiy  J' 

Iv    =li.j=-^-     i-H>  — j^-— — — - — r-^^ — -r, — ■■ rm-'r-'\. 

Introduisons  dans  [g]  les  expressions  obtenues  : 

On  voit  que  les  valeurs  de  m'-l\-  ne  dépendent  ni  des  forces  agis- 
santes, ni  des  dimensions  ducvlindre;  elles  dépendent  uniquement  du 
coefficient  y.,  c'est-à-dire  de  la  nature  du  c}lindre. 

Nous  allons  déterminer  les  autres  constantes  arbitraires.  Poui-  cela, 
démontrons  d'abord  que 

r" 

/     '■(?.  ^2 +?.',)  ^^^  =  "' 

oii  3,,  p.,,  t'i  et  c.,  sont  les  \aleurs  de  ces  fondions  pour  des  valein's 
différentes  de  m,  m,  et  rn... 

('i  <  1.  KiHc.iiiioFF,   (U'snnuiirltf    {hliiinilliiiiL^en.'^.  •?Xi'\:  i.S8.>.. 
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En  effet,  l'équation  s" -4-  -i'+m-i  =  y^  donne 

(,3)  4:(r.r]=.('fÉ^.  -"."=■)■      • 

.Mais 

-  R,        L'  J  ■' 

En  se  reportant  aux  écjuations  fio),  on  a 

(Iràceà  cette  égalité,  nous  déduisons  de  (i3), 

"•11,  '  ■•  "> 

D'un  autre  côté,  nous  avons 

■•II,       ^- 

De  la  méni^  manière,  noirs  obtiendrons 
r%V>  =  m;  f\.^^.<lr^  r^(-^?^^^-  rqi.('"'-?»^"- 

•       R;  ■        I*! 

En  nu.ltipliant  la  première  égalité  par  nr„  la  seeonde  par  /»^  et  en 
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les  retraucliant  l'ime  de  l'autre,  nous  avons 


(H) 


{ ni]  —  m.,  ]  I    ri,c\dr^ ( r i', 'c.m.-,  —  r o'  j., ml )p 

/     fi  m:  a.,  j',  —  m' o',  s.,  )  dr. 


[Mais,  en  tenant  compte  des  équations  (lo), 

nous  en  concluons  que  l'expression  enire  crochets  est  égale  à  zéro. 
On  a,  en  retranchant  ensuite  il)  de    II;, 

'Kl 

De  la  même  manière,  on  peut  démontrer  que  /    rrj), 'ji .  c//- =  o,  où 

'l'i  et  <1>',  sont  deux  valeurs  correspondantes  de  cette  fonction   pour 
deux  valeurs  différentes  de  «,  et  n,,  qu'on  tire  des  équations 

(A)  (2f|)'+ n-/-tl>  ,_u  =  o,     ;  2<}j'+ ""/■'l' ,.=n,  =  o. 

En  effet,  nous  avons 

(r<}'')'=  -  /?-/•(}>; 
alors 

.  i;  .  li 

/      /'l', '1',  (//' =/"'!', 'l'.,ii't',+ ^^^    /      '"'l'i '1'- '/' • 

•  i;,  "  '  •  11, 

De  la  même  manière, 

/■",•<!.; «i»: dr^^  /'ivl'.:'  +  n]  /'"/■-K'K dr. 

•  11,  '  1^ 

En  nndtipliant  la  |)remière  par  «, ,  la  seconde  par  ni  et  en  les  relran- 
cliant,  nous  ohliendrons 

.li 
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Mais,  il  cause  des  équations  (A),  la  seconde  partie  s'annule  pour  les 
i\('u\  limites,  d'où 

r"    ' 

Pour  déterminer  les   constantes  arbitraires,    remarquons   d'abord 
que,  V  étant  une  fonction  impaire  de  z,  q"  =:  ~  i. 

Des  équations  d'équilibre  sur  les  surfaces  latérales,  nous  tirons 

,        ,  +  a  irRj,T-T,)       ^              ,          ,          (,+  a)(,_2.x)R^T-Rp-, 
^^=-E a^-Hi  «t     2a4-2^è,=  E(R-^-R^) — 

I-es  équations  d'équilibre  des  forces  agissant  sur  les  plans  des  bases 
nous  donnent 

/    p.rclrd'j     et     M-=  /       /    r-p^drdo, 

où  P  est  la  pression  uniforme  appliquée  normalement  à  ces  plans, 
et  ÎNIj  le  moment  du  couple  qui  produit  la  torsion  du  cylindre  autoin* 
de  l'axe  z. 

Si  l'on  introduit  dans  ces  expressions  les  valeurs  de/jj  et /J5  tirées 
de  (3),  il  est  aisé  de  voir,  tenant  compte  des  équations  (10),  que 


et 


/    \  n{ e"' 4-  e^"' ;  f- «J)'  (/r  =  o . 


Alors  les  équations  (K)  nous  donnent 

,,  ,  (i  +  Ia)(i—  2[J.)P  _     4(H-|Jl)M; 

M,art+2/>!i-fx)=      E^(R^-Rî)      '     ^^-E^(R*-R}) 
En  remarquant  que 

,  (i  +  ,a)(i-2,a)  R'-T-RJT, 
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MOUS  oljteiioiis 

*'  =  ,e.(r'-rt)  tP  -  ^P-^(R'i'  -  R;i'.)]- 

Pour  1.1  déterniiiialion  complète  de  toutes  les  constantes  arbitraires, 
nos  écjualions  d'équilibre  ne  nous  donnent  plus  rien.  Et  cela  se  com- 
prend, car  nous  n'avons  soumis  à  aucune  condition  les  forces  tangen- 
tielles  agissant  sur  les  bases  du  cylindre,  soit  dans  la  direction  du  rayon, 
soit  perpendiculairement  au  ravon. 

Si  nous  soumettons  les  forces  yOg,  p-^  et  la  dilatati^oii  cubicpie  5,  ou 

mieux  /    -^f/:,  à  la  condition  de  devenir  en  fonctions  données  de  r 

pour  z  =  l,  c'est-à-dire  sur  les  bases  du  cylindre,  2/  étant  sa  hauteur  : 
le  problème  sera  complètement  résolu. 

En  effet,  des  équations  d'équilibre  sur  les  surfaces  latérah's,  nous 

avons  obtenu  les  rapports -r-' t' T' r      ^^  constantes  arlntran-es,   qui 
entrent  dans  les  fonctions  s  et  <['• 
Si  nous  nous  donnons  encore 

y  m £'{e""— «-"")=/(/•). 

Sm?'{e'"'  -e'"'')::=F{r) 


et 


y^n<\>'{ 


Alors,  en  nous  servant  des  foi-nuiles 

/    r(:>\î.,-h-f'.,i\)dr  =  o     et       /    ri\>\<\>,(lr  —  o, 
■-'r,        '      '        ''  •  r,, 

(')  Si  Ton  adiiH'l  i|uo    /      p\i'^r  dr  =^  j     ç,'.,i\  r  clr  r=  o.  il  -^iillil  ili'  di-uv  i-oii- 
<lilion<  |)riiir  que  le  iirohirMio  «nil  rnniplélfiiKMil   résolu. 
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nous  obtenons  immédiatement 


^  [2;/(,-)  +  a;f(,.)],.,/, 


2/«y(e"'y ' —  e~"'J ' )  /     ?/AJ /■  (Il 

/  -f  (/•)-,■; '■'/'■ 

-^R, 

j  ^  K  ' 

Hj  {e"J  H-  e^"y)   /     -,7"  /■  (Ir 


-^y  --ly  <Iy 

En  introduisant  les  expressions  obtenues  dans  nos  formules,  nous 
arrivons  finalement  aux  expressions  suivantes  pour  les  déplacements  : 

"=inïôT^:rû^Lif-p-)^(R-T-R,T)-p.P]-+- êcr^-r^/- 

.,         ,  r    /•[î;/(r)  +  A;F(/-)]rf/- 

'II, 

/      -i  I  /■  1  y;  /■  <■//• 
*  ^  E-(R'  — H;)  Zi"y  Cj'^--"''         "« 


'    (•■•; 


"■  =  i;.ov-Hi)  ^^  "  2p.7:(R^T  -  R;T,)] 

f    r[oJ[r)+x',¥(r)](/r 


2j    '  .',        e'"J'—e-"'''  r"       , 

f     "A, 


r  dr 


Si.  dans  le  eas  d'un  cvlindre  plein,  on  pose 
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et  si  l'on  se  donne  la  plus  grande  valeur  de  X3,  nous  obtiendrons  la 
Formule  suivante  poin-  les  dimensions  du  rylnulre  comprimé  : 


A-R= 


!■ 


L   Gordon  a  donné,  pour  le  même  but,  la  formule  empirique  sui- 
vante : 

A,:tR- 


B 


i^f 


On  voit,  d'après  les  expressions  de  ;/,  i'  et  H',  que,  dans  le  cas  que 
nous  considérons,  il  se  passe  en  effet  cjuelque  chose  cpii  rappelle  les 
phénomènes  que  j'ai  observés  dans  mes  expériences  sur  le  caoutchouc. 
En  outre,  ces  expressions  des  déplacements  nous  donneront  la  possi- 
bilité d'obtenir  des  formules  plus  exactes  pour  calculer  la  résistance 
d'un  vase  cvlindrique  clos,  soumis  à  des  pressions  normales,  car  dans 
ce  dernier  cas  toute  la  question  se  réduit  à  la  détermination  des  fonc- 
tions inconnues /(/•),  F(r)  et  ^{r);  or  on  pourra  trouver  celles-ci  en 
considérant  chaque  secteur  cylindrique  élémentaire  connue  une  poutie 
régulièrement  chargée  et  tendue  en  même  temps  par  les  bases  ou  cou- 
vercles du  vase  cvlindrique. 
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Sur  la  pression  moyenne,  en  chaque  point  intérieur  de  l  espace 
fj II  occupe  un  liquide  agité  ('); 

Par  m.  J.  BOLSSIXESQ. 


La  publication  du  Jlémoire  précédent  d'Hvdrodvnamique  m'offre 
l'occasion  de  faire  connaître  une  particularité  de  la  théorie  de  la  houle 
et  du  clapotis  que  je  n'avais  pas  encore  remarquée  lors  de  l'impression 
de  mes  Mémoires  sur  ces  ondes,  et  qui  présente  un  certain  intérêt.  Elle 
consiste  dans  cette  loi  que  les  pressions  produites  successivement  en  un 
même  point  de  l'espace  toujours  occupé  par  le  liquide  ont  leur  moyenne, 
évaluée  en  hauteur  du  fluide ,  inférieure  à  la  pression  qui  s'y  exerçait  dans 
l'état  de  repos,  d'une  quantité  égale  au  produit  de  V inverse  de  la  gravité  g 
par  la  demi-somme  de  la  valeur  moyenne  du  carré  des  vitesses  qu'on  y 
observe  et  de  la  valeur  moyenne  générale,  pour  les  points  situés  au  même 
niveau  que  le  proposé  dans  toute  l'étendue  d'une  longueur  d'onde  et  pour 
toute  la  durée  d' une  période,  de  l'excès  du  carré  de  la  composante  verti- 
cale de  la  vitesse  sur  le  carré  de  sa  composante  horizontale. 

On  le  reconnaît  en  partant  de  la  formule  [g]  de  V Essai  sur  la  théorie 
des  eaux  courantes  (p.  35o),  qui,  si  l'on  y  remplace 


(')  Addilion  à  un  Mémoire  précédent  d"Hydrodynainique,  p.  278  à  3oo. 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  IX.  —  Décembre   i883.  ^4 
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et  le  second  membre  par  ses  expressions  obtenues  à  la  page  suivante  35  i , 
donne,  à  une  deuxième  approximation,  la  suite  des  pressions  p  sup- 
portées par  une  même  molécule.  Il  suffit  d'en  éliminer  les  coordonnées 
a:,,  z^,  qui  sont  celles  du  centre  de  l'orbite  de  la  molécule,  s'il  s'agit 
d'une  houle,  ou  de  sa  situation  de  repos,  s'il  s'agit  d'un  clapotis,  pour 
y  introduire,  à  la  place,  les  coordonnées  actuelles  de  la  molécule, 

d'o,  do. 

'         dx^  '         rts, 

OÙ  y,  a  l'une  des  expressions  [e)  et  (e)  (p.  349).  Comme  on  se  borne 
aux  termes  du  second  ordre  de  petitesse  par  rapport  à  la  demi-hauteur 
des  ondes,  .r,,  z,  peuvent  être  remplacés  para;,  z  dans  toutes  les  par- 
ties de  (p,  et  de  ses  dérivées  qui  sont  déjà  de  cet  ordre,  et  il  n'y  a  que  le 

premier  terme  de  —ne-'  identique  à  celui  de  —  ^'"(pi,  où  il  faille  tenir 

compte  des  petites  différences  a\  —  x,  z^  —  s,  en  y  mettant,  au  lieu 
de  —  k'-(f^[x^,z,),  le  développement 

-f^^^,[x,z)-I^^\^[x^-oc)-^^{z^-.] 
ou 

-^■>,(.,=)-Hi''(g  +  g). 

d-'j 
Cela  donne  simplement,  pour  l'expression  de  -jjé'  ^^  qu'elle  dcAient 

quand  on  y  substitue  x,  z  ■AX^,  z,,  plus  le  terme  du  second  ordre 

*     \1^'  "^  d? 

Le  calcid  de  la  valeur  moyenne  de  p  n'offre  ensuite  aucune  dilliciilU', 
non  plus  que  le  calcul  des  valeurs  moyennes  des  carrés  des  deux  com- 
posantes, horizontale  u  et  verticale  w,  de  la  vitesse  au  point  [x,  z),  ni 
celui  des  moyennes  (que  j'appellerai  générales)  de  ces  valeurs  moyennes 
quand  x  varie.  Si  l'on  observe  enfin  que,  d'après  les  formules  [f)  et 

A-  /.  '^ 
(  e)  (p.  35o  et  35 1),  la  profondeur  à  l'état  de  repos  est  II  —  ^-— p  dans 
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le  cas  d'une  houle,  H  dans  celui  d'un  clapotis,  on  trouvera,  dans  les 
deux  cas,  pour  l'excédent,  évalué  en  hauteur  du  fluide,  de  la  pression 
niovenne  au  point  {x,z)  intérieur  (ou  supposé  toujours  recouvert  par 
le  liquide),  sur  la  pression  qui  s'v  exerçait  dans  létat  de  repos, 


mov.   M"  -f-  IV-  ;  —  niov.  gêner,  u' 


ce  qui  démontre  la  loi  énoncée. 

L'expression  (i)  se  simplifie  et  devient  essentiellement  négative,  quand 
les  mêmes  circonstances  se  produisent  successivement  en  tous  les  points 
situés  à  un  même  niveau  s,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'une  houle. 
Alors  les  moyennes  générales  ou  pour  toutes  les  valeurs  àe  x  de  ir  et 
de  w-  ne  différent  pas  de  leurs  moyennes  relatives  au  point  unique 

{x,z);  et  il  vient,  au  lieu  de  (l'i, •— Ainsi,  dans  une  houle,  la 

pression  exercée  en  un  point  quelconque  de  l'espace  qu'occupe  constam- 
ment le  liquide  est  diminuée  en  moyenne,  par  le  fait  du  mouvement,  d'une 
quantité  égale,  en  hauteur  du  fluide,  au  carré  moyen  de  la  composante 
verticale  de  la  vitesse  dans  la  région  considérée,  divisé  par  la  gravité  g. 
Il  est  digne  de  remarque  qu'une  loi  analogue,  mise  en  vue  depuis 
longtemps  par  des  observations  de  M.  de  Caligny,  mais  oii  parait  la 
vitesse  totale  au  lieu  de  sa  composante  verticale,  s'applique  au  simple 
mouvement  oscillatoire,  calculé  déjà  par  Newton,  d'une  colonne  liquide 
dans  un  siphon  renversé  (ou  tube  en  U)  bien  calibré.  Appelons-y,  en 
effet  :  1^2/ la  longueur  invariable  de  la  colonne  oscillante,  et  s  une 
abscisse  courbe,  comptée  le  long  de  l'axe  du  tube  à  partir  de  la  posi- 
tion d'équilibre  du  milieu  de  la  colonne;  s"  «  l'abscisse î,  à  l'époque 

t,  de  ce  point  milieu,  dont  l'accélération  tangentielle  -7—  sera  évidem- 
ment celle  de  tonte  la  colonne;  i° po  la  pression  atmosphérique  s'exer- 
çant  aux  extrémités,  c'est-à-dire  sur  les  deux  surfaces  libres,  dont  les 
abscisses  respectives  seiont  a  —  /  et  a  -f-  /;  'i"  Z  l'ordonnée  verticale  z 
(comptée  de  bas  en  haut)  de  leur  situation  d'équilibre,  et  Z  —  «  coS(S„, 
ZH-acos|3,  leurs  ordonnées  effectives  z  à  l'époque  t  ou  ^„,  j3,,  les 
angles,  supposés  constants,  que  l'axe  du  tube  y  fait  avec  la  verti- 
cale. L'équation  fondamentale  de  l'Hvdrodvnamique  donnera  évidein- 
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ment 

i   dp  dz         d-  a 

1,  ds  ^  ds  de-  ' 

d'où,  en  multipliant  par  ds,  puis  intégrant  à  partir  de  *  =  a  —  /. 

(2)  ^"  =  5(Z  -  « cosPo  -  .)  -  ^(5  -  a  +  /). 

et,  si  l'on  fait  5  =  c/.  -i-  l,  z  =  Z  -h  acoSj3,,  /j  =/'o. 
d-i         cos3„-i- cos  3,  S' 

dF-^^-^. ^7«  =  °- 

Or  celte  équation  différentielle  en  «  montre  que  le  mouvement  est  pen- 
dulaire,  et  que  «,  -jr  ont  leurs  moyennes  nulles.  Donc  l'excédent 
P^  P"  _  o-(Z  —  s),  égal  en  moyenne  d'après  2  .pour  une  valeur  doiniée 


de  5.  a  « -r-  = r-i rr'  se  réduit  bien,  toujours  en  moyenne,  au 

dt-        2   dt-         di-  ■" 

carré,  chaneédesiarne,  de  la  vitesse  -r-,  vu  que  le  terme  — ^rrr  a  sa  fonc- 
0  o      '  al  ^  1    dl- 

.  .         I  rfï-  ■     1-  .  •  .  1 

tion  prunitive,  — j-->  périodique,  et,  par  conséquent,  sa  valeur  moyeinie 

nulle. 

M.  de  Calignv,  en  établissant  une  communication  a  travers  la  paroi 
verticale  qui  séparait  un  petit  réservoir  d'avec  un  canal  découvert,  a  ob- 
Mcrvé  effectivement  une  baisse  sensible  dans  ce  réservoir  ;  où  l'agitation 
se  trouvait  très  réduite},  quand  une  houle  assez  forte  se  propageait 
le  long  du  canal.  C'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  ses  Recherches  sur  les 
oscillations  de  Veau,  etc.  (Paris,  Baudry,  cdit.  i8iS3),  au  bas  de  la 
page  297,  à  la  suite  de  la  description  d'une  houle  artificielle,  produite 
dans  le  canal  dont  il  s'agit,  qu'il  a  observée  en  conmiun  avec  ^I.  lîertin,  et 
f|ui,  malgré  le  peu  de  longueur  du  canal,  ne  permettant  guère  aux  mou- 
vements de  se  bien  régulariser,  a  présenté  .^sensiblement  les  caractères 
assignés  par  la  théorie  quand  on  tient  compte  des  frottements  [Eaux 
courantes,  p.  334,  et  Additions,  p.  23).  Par  exemple,  la  demi-durée  T 
des  oscillations,  accrue  par  les  frottements,  y  était  o',5,  alors  que,  sans 
eux,  elle  aurait  dû  égaler  seulement  o%'i70),  vu  la  demi-longueur 
\j  ==  o™,6j  des  ondes  et  la  profondeur  d'eau  II  ^=  o™,  36;  le  rapport  des 
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dimensions  horizontales  des  orbites  au  fond  et  à  la  surface  était  o, '^6 
environ,  au  lieu  de  la  valeur  théorique  (où  sont  abstraits  les  frotte- 
ments) o,34<>6.  Enfin,  le  rapport  de  l'axe  vertical  des  orbites  à  leur 
axe  horizontal,  qui  aurait  dû  croître,  dans  tin  liquide  parfait,  depnis 
zéro  jusqu'à  o,y'|02  du  fond  à  la  surface,  paraissait  atteindre  sur  cette 
dernière  la  valeur  1,09,  sensiblement  plus  forte  que  0,94,  conformé- 
ment aux  prévisions  théoriques  touchant  l'effet  des  frottements. 

,         ,  ,        .          11,                 •         /    -    .          mov.  u-  ,         , .  .        , 

La  réduction  de  1  expression  (ij  a •— —  ne  s  appliquerait  plus 

o 

seulement  au  cas  d'une  houle,  mais  s'étendrait  à  celui  d'un  clapotis 
et  serait,  par  conséquent,  aussi  générale  que  la  formule  ;  ij  elle-même, 
si,  au  lieu  de  la  pression  movenne  en  un  seul  point  intérieur  {cc,z,, 
on  voulait  considérer  la  moyenne  de  ses  valeurs  en  tous  les  points  si- 
tués au  même  niveau  dans  l'étendue  d'une  longueur  d'onde.  Alors,  eu 
effet,  on  aurait  à  prendre  ce  que  nous  appelons  la  valeur  moyenne 
générale  du  second  membre  de  (i)  poin-  un  certain  niveau  z,  tt  l'excé- 
dent de  la  pression  moyenne  effective  en  tous  ces  points  sur  la  pres- 

,     ,,,          ,,,       ...,          .      ,        ..          mov.  s;én.  n-  , . , 
sion  de  I  état  d  équilibre  égalerait -—^^ ('). 


^')  Je  profite  aussi  de  l'occasion  de  ce  iMémoire,  destiné  à  compléler  une  partie 
de  mon  Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes,  pour  préciser  quelques  idées 
émises,  dans  le  même  Essai,  au  sujet  d'une  autre  question,  savoir  :  la  Résistance 
des  coudes.  Le  second  cas  que  j'y  ai  abordé  (p.  5g8)  est  celui  d'un  tournant  dans 
un  canal  découvert  d'une  profondeur  très  petite  par  rapport  à  sa  largeur.  Les 
filets  fluides  v  sont  beaucoup  moins  solidaires  les  uns  des  autres  que  dans  un 
tuyau  étroit,  à  cause  même  de  cette  plus  grande  largeur  relative;  car  les  premiers 
qui  se  heurtent  contre  le  bord  extérieur  ou  concave  peuvent  y  augmenter  un  peu 
de  hauteur  sans  faire  naître,  à  la  surface,  des  pentes  transversales  sensibles  et,  par 
suite,  sans  refouler  brusquement  les  autres  filets.  Donc,  si  le  petit  angle  ^  du 
tournant  atteint,  comme  il  arrive  en  général,  des  valeurs  suffisantes  ])our  que  la 
section  contractée  se  produise,  en  aval  du  coude,  à  une  distance  X  modérée,  seu- 
lement comparable,  par  exemple,  à  la  largeur  a  :  i"  les  filets  fluides  contigus  au 
bord  intérieur  ou  convexe  conserveront  à  fort  peu  près,  jusqu'à  la  section  con- 
tractée, leur  direction  première  (ce  qui  permettra,  comme  on  voit  p.  Sgg,  de 
déduire  de  1  une  valeur  approchée  de  la  contraction  i  — m,  valeur  par  excès  vu 
qu'on  }•  attribue  à  la  partie  morte  des  sections  autant  de  hauteur  qu'à  la  partie 
vii'e  et  une  largeur  un  peu  trop  forte);  2"  les  filets  dont  il  s'agit  garderont  aussi, 
jusqu'au  passage  du  coude  et  au  delà,  leur  hauteur  primitive,  tandis  que  les  lilel^ 
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contigus  au  bord  extérieur  ou  concave,  relardés  par  le  coude,  se  gonfleront  déjà 
à  quelque  distance  en  amont  de  celui-ci.  Donc,  le  canal  d'amont  exercera,  en 
somme,  sur  le  fluide,  par  son  bord  extérieur,  un  excès  non  hydrostatique  "f  de  pres- 
sion, ayant  une  composante  sensible  suivant  le  sens  de  l'écoulement  dans  le  canal 
d'aval,  contrairement  à  ce  qui  serait  arrivé  si,  la  solidarité  des  filets  fluides  étant 
aussi  grande  que  dans  un  tuyau  circulaire  coudé,  le  gonflement  s'était  trouvé, 
dans  le  canal  d'amont,  presque  pareil  sur  les  deux  rives  et  sur  toute  la  largeur, 
(j'est  pourquoi  les  raisonnements  des  n"^  223  et  224  (p.  6o8  à  6io),  qui  démon- 
trent en  général  l'inésalilé  —  — i  <  2  sin  -  comme  conséquence  de  celle-ci, 
m  2  L 

•i' >  o,  et  par  la  comparaison  des  formules  (g),  (g")    ,  ne  permettent  pas  de  la 

changer  en  une  égalité  approchée  dans  le  cas  d'un  canal  large.  Il  en  est,  du  reste, 
de  même  dans  le  cas  d'un  tuyau  coudé  à  section  circulaire,  quand  le  coude  a  son 
angle  p  assez  grand  pour  que  les  filets  fluides  prennent  des  courbures  considérables 
au  moment  d'y  arriver  ;  ainsi,  une  expérience  de  Venturi,  sur  la  perle  décharge 

par  un  coude  à  angle  droit,  a  donné,  pour  p  :=  90°,  ( i\  =  i,5  (environ)  au 

lieu  de  (2  sin/JS")-  ou  2;  et,  dans  d'autres  cas,  où  le  second  côté  du  coude  était 
peut-être  moins  court,  Péclet  n'a  même  trouvé  que  i  environ  ou  sin-p,  pour  ce 
nombre,  comme  je  le  dis  p.  607.  Cette  valeur  approximative  i  résulte  aussi  d'une 
expérience  de  M.  de  Caligny  (mêmes  Recherches,  p.  SSg)  faite  sur  l'écoulement 
de  l'eau  comme  celle  de  Venturi,  mais  (observe  l'auteur)  dans  un  coude  dont  le 
second  côté  avait  probablement  une  longueur  moins  réduite. 

Je  remarquerai  encore  (p.  601  et  602)  que  le  coefficient,  probablement  infé- 
rieur à  l'unité,  introduit  dans  l'expression  de  la  perte  de  charge  par  le  fait  de 
l'arrondissement  complet  de  l'axe  du  canal,  est  peut-être  fonction  du  rapport  de 
la  largeur  a  à  la  profondeur  h;  ce  qui,  du  reste,  ne  change  rien  aux  résultats  sui- 
vants. Enfin,  j'observerai,  à  propos  de  la  formule  des  profondeurs  de  la  Garonne 
(p.  6i5),  qu'un  nouveau  Mémoire  de  M.  Fargue  {Étude  sur  la  largeur  du  lit 
moyen  de  la  Garonne,  §  I",  p.  4;  au  numéro  d'octobre  1882  des  Annales  des 
Ponts  et  Chaussées)  conduit  à  y  prendre  «  =;  1  (180 -t- 200)  =  190'°  an  lieu  de 
a  :=  1(170  +  190)  =  180",  et,  par  suite,  pour  que  le  produit  h(,\'a  reste  le  même, 
à  poser  /iQ^S^f  au  lieu  de  9™;  ce  qui  est  encore  plus  conforme  au\  données  de 
l'observation,  car  la  valeur  h,)Z=g'"  paraissait  un  peu  forte. 

M.  Fargue  indique,  dans  ce  nouveau  travail,  la  manière  d'olUenir  un  appro- 
fondissement suffisant  de  certains  maigres,  où  la  largeur  est  trop  grande,  en  l'v 
réduisant  a'u  moyen  de  digues  longitudinales.  Pour  celui  de  la  Garonne  qui  est 
a[)pelé  Passe  de  Mondiet,  où  la  largeur  était  de  20/4",  alors  qu'elle  n'atteignait 
respectivement  que  170'"  et  176"'  dans  les  deux  coudes  d'amont  et  d'aval,  il  a  pu 
rendre  permanent  un  accroissement  de  la  profondeur  égal  à  2'",  20  —  o'",90:=i"',  3o 
(p.  8  et  9)  en  y  réduisant  cette  largeur  à  i65™.  Si.  vu  la  difficulté  d'apprécier  ce 
que  pouvait  être  la  largeur  a  de  la  section  vive,  dans  l'état  primitif  où  la  rivière 
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y  faisait  ventre,  ou  prend  pour  a  la  moyenne  entre  la  largeur  totale  effective. 
2o4,  et  sa  valeur  (173  environ)  dans  les  coudes  d'amont  et  d'aval,  ce  qui  donne 
a  =n88,5,  les  principes  exposés  aux  mêmes  n°'  222  et  226  de  mon  Essai  (p.  6o5 
et  6i3)  permettront  d'évaluer  cet  approfondissement.  En  eflet,  a' désignant  la 
nouvelle  largeur,  i65'",  et  h  la  nouvelle  profondeur  en  hautes  eaux  (alors  que  la 
profondeur  primitive  /«„  était  8"f),  ils  conduiront,  d'une  part,  à  prendre  la 
différence  h  —  h,,  comme  expression  approchée  de  l'approfondissement  perma- 
nent, et,  d'autre  part,  à  poser  a/i(,=  a' h  ou  /;  —  /^o^  ■ ; —  /îo-  iJans  le  cas  pré- 

...  ...        ,         i8<S,5 — 165       _    ,  -      .     1     .  u-        ]•  I 

sent,  il  vient  ainsi  h  —  /io= ;r^ X  8"|  =  i",2d,  résultai  bien  d  accnid 

i6j 

avec  celui,  i™,3o,  de  l'observation. 
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